
EREVANI PETAKAN HAMALSARAN

Gasparyan Arman Haru�yuni

YAKOBII BAZMANDAMNEROV VERLU
U�YUNNERI
ZUGAMITU�YAN ARAGACMAN ALGORI�MNER

A.01.07 − <Ha�vo�akan ma�ematika> masnagitu�yamb
fizikama�ematikakan gitu�yunneri �ekna�ui
gitakan asti�ani haycman atenaxosu�yan

SE�MAGIR

Er an 2012

ÅÐÅÂÀÍÑÊÈÉ ÃÎÑÓÄÀÐÑÒÂÅÍÍÛÉ ÓÍÈÂÅÐÑÈÒÅÒ

Ãàñïàðÿí Àðìàí Àðóòþíîâè÷

ÀËÃÎÐÈÒÌÛ ÓÑÊÎÐÅÍÈß ÑÕÎÄÈÌÎÑÒÈ ÐÀÇËÎÆÅÍÈÉ
ÏÎ ÏÎËÈÍÎÌÀÌ ßÊÎÁÈ

ÀÂÒÎÐÅÔÅÐÀÒ

äèññåðòàöèè íà ñîèñêàíèå ó÷åíîé ñòåïåíè êàíäèäàòà
ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèõ íàóê ïî ñïåöèàëüíîñòè

01.01.07 − "Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà"

Åðåâàí 2012

ԵՐԵՎԱՆԻ ՊԵՏԱԿԱՆ ՀԱՄԱԼՍԱՐԱՆ

Գասպարյան Արման Հարությունի

ՅԱԿՈԲԻԻ ԲԱԶՄԱՆԴԱՄՆԵՐՈՎ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ
ԶՈՒԳԱՄԻՏՈՒԹՅԱՆ ԱՐԱԳԱՑՄԱՆ ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐ

Ա.01.07 - <<Հաշվողական մաթեմատիկա>> մասնագիտությամբ
ֆիզիկամաթեմատիկական գիտությունների թեկնածուի

գիտական աստիճանի հայցման ատենախոսության

ՍԵՂՄԱԳԻՐ

Երևան 2012

ЕРЕВАНСКИЙ ГОСУДАРСТВЕННЫЙ УНИВЕРСИТЕТ

Гаспарян Арман Арутюнович

А.ПГОРИТМЫ УСКОРЕНИЯ сходимости РАЗЛОЖЕНИЙ
по ПОЛИНОМАМ ЯКОБИ

АВТОРЕФЕРАТ

диссертации на соискание ученой степени кандидата
физико-математических наук по специальности

01.01.07 - "Вычислительная математика"

Ереван 2012

© National Library of Armenia        OCR by Portmind



Atenaxosu�yan �eman hastatvel � Er ani petakan hamalsaranum:

Gitakan �ekavar` f. m. g. d., akademikos A. B. Nersesyan

Pa�tonakan �nddimaxosner` fiz. ma�. git. doktor A. H. Hovhannisyan
fiz. ma�. git. doktor H. V. Mela�e

A�ajatar kazmakerpu�yun` Hayastani petakan �artaragitakan
hamalsaran

Pa�tpanu�yun� kayanalu � 2012 �. hunisi 12 -in, �am� 1400 -in, EPH-um
gor�o� BOH-i 044 <Ma�ematikakan kibe�netika  ma�ematikakan trama{
banu�yun> masnagitakan xorhrdi nistum, het yal hasceov` 0025 Er an,
Aleq Manukyan 1:

Atenaxosu�yan� kareli � �ano�anal EPH-i gradaranum:

Se�magirn a�aqva� � 2012 �. mayisi 10 -in:

Masnagitakan xorhrdi gitakan qartu�ar`
fiz. ma�. git. �ekna�u V. 	. Dumanyan

Òåìà äèññåðòàöèè óòâåðæäåíà â Åðåâàíñêîì ãîñóäàðñòâåííîì óíèâåðñèòåòå

Íàó÷íûé ðóêîâîäèòåëü: ä. ô.-ì. í., àêàäåìèê À. Á. Íåðñåñÿí

Îôèöèàëüíûå îïïîíåíòû: äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê À. Î. Îãàíåñÿí
äîêòîð ôèç.-ìàò. íàóê Ã. Â. Ìåëàäçå

Âåäóùàÿ îðãàíèçàöèÿ: Ãîñóäàðñòâåííûé èíæåíåðíûé óíèâåðñèòåò
Àðìåíèè

Çàùèòà ñîñòîèòñÿ 12 -ãî èþíÿ 2012 ã., â 1400 ÷àñîâ íà çàñåäàíèè äåéñòâóþùåãî
â ÅÃÓ ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ñîâåòà ÂÀÊ 044 "Ìàòåìàòè÷åñêàÿ êèáåðíåòèêà è
ìàòåìàòè÷åñêàÿ ëîãèêà" ïî àäðåñó: 0025, ã. Åðåâàí, óë. Àëåêà Ìàíóêÿíà 1.

Ñ äèññåðòàöèåé ìîæíî îçíàêîìèòüñÿ â áèáëèîòåêå ÅÃÓ.

Àâòîðåôåðàò ðàçîñëàí 10 -ãî ìàÿ 2012 ã.

Ó÷åíûé ñåêðåòàðü ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ñîâåòà,
êàíäèäàò ôèç.-ìàò. íàóê Â. Æ. Äóìàíÿí

2

Ատենախոսության թեման հաստատվել է Երևանի պետական համալսարանում:

Գիտական ղեկավար՝ ֆ. մ. գ. դ., ակադեմիկոս Ա. Բ. Ներսեսյան

Պաշտոնական ընդդիմախոսներ՝ ֆիզ. մաթ. գիտ. դոկտոր Ա. Հովհաննիսյան
ֆիզ. մաթ. գիտ. դոկտոր Վ. Մելաձե

Առաջատար կազմակերպություն՝ Հայաստանի պետական ճարտարագիտական
համալսարան

Պաշտպանությունը կայանալու է 2012 թ. հունիսի
գործող ԲՈՀ-ի 044 <<Մաթեմատիկական կիբեռնետիկա
բանություն>> մասնագիտական խորհրդի նիստում,
Ալեք Մանուկյան 1:

12 -ին, ժամը 1400 -ին,
և մաթեմատիկական

հետևյալ հասցեով՝ 0025

ԵՊՀ-ում
տրամա--
Երևան,

Ատենախոսությանը կարելի է ծանոթանալ ԵՊՀ-ի գրադարանում:

Սեղմագիրն առաքված է 2012 թ. մայիսի 10 -ին:

IՄասնագիտական խորհրդի գիտական քարտուղար
ֆիզ. մաթ. գիտ. թեկնածու Վ. Ժ. Դումանյան

Тема диссертации утверждена в Ереванском государственном университете

Научный руководитель: д. ф.-м. н., академик A. Б. Нерсесян

Официальные оппоненты: доктор физ.-мат. наук A. Օ. Оганесян
доктор физ.-мат. наук Г. В. Меладзе

Ведущая организация: Государственный инженерный университет
Армении

Защита состоится 12 -го июня 2012 г.,в 1400 часов на заседании действующего
в ЕГУ специализированного совета ВАК 044 "Математическая кибернетика и
математическая логика" по адресу: 0025, г. Ереван, ул. Алека Манукяна 1.

с диссертацией можно ознакомиться в библиотеке ЕГУ.

Автореферат разослан 10 -го мая 2012 г
Ученый секретарь специализированного совета,
кандидат физ.-мат. наук В. Думанян

2
© National Library of Armenia



ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ

Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îáùåèçâåñòíà âàæíàÿ ïðèêëàäíàÿ ðîëü ðàçëîæåíèé
ïî êëàññè÷åñêîé ñèñòåìå ìíîãî÷ëåíîâ ßêîáè. Îäíàêî, åñëè ðàçëàãàåìàÿ
ôóíêöèÿ èìååò òî÷êè ðàçðûâîâ, ïðèìåíåíèå åå ñîîòâåòñòâóþùèõ óðåçàííûõ
ðàçëîæåíèé ìàëîýôôåêòèâíî. Òåìà àêòóàëüíà, ïîñêîëüêó äî ñèõ ïîð äëÿ
êëàññè÷åñêèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ (â îòëè÷èå, íàïðèìåð, îò ñëó÷àÿ
ðÿäîâ Ôóðüå) íå áûëè ïðåäëîæåíû ìåòîäû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé
äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé.

Öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ñõåì óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ

ïî îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìå ïîëèíîìîâ ßêîáè {P̃
(α,β)
n (x)} äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé

ôóíêöèè f(x), f : [−1, 1] → C, êîòîðàÿ èìååò òîëüêî êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê
ðàçðûâîâ: {ai}, i = 1, . . . ,m, m ≥ 1.

Èçâåñòíî, ÷òî óñå÷åííûé ðÿä Ôóðüå-ßêîáè

S
(α,β)
N (f) =

N
∑

n=0

f (α,β)
n P̃ (α,β)

n (x), x ∈ [−1, 1] (1)

ìàëîïðèãîäåí äëÿ âîññòàíîâëåíèèÿ çíà÷åíèé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f(x),
òàê êàê âáëèçè òî÷åê ðàçðûâîâ ïðîÿâëÿåòñÿ ÿâëåíèå Ãèááñà.

Â ðàáîòå ñòàâèëèñü ñëåäóþùèå çàäà÷è:

1. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî ñèñòåìå ïîëèíîìîâ
ßêîáè è, â ÷àñòíîñòè, ïî ïîëèíîìàì Ãåãåíáàóýðà è Ëåæàíäðà1.

2. Ïîñòðîåíèå ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ â ñèñòåìå ïðîãðàììèðîâàíèÿ MATHE-
MATICA 7 è ïðîâåäåíèå ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

3. Îöåíêà ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìîâ íà îñíîâå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ.

Îáúåêò èññëåäîâàíèÿ. Ðàçëîæåíèÿ êóñî÷íî-ãëàäêèõ ôóíêöèé ïî ïîëèíî-
ìàì ßêîáè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû
ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé è âû÷èñëèòåëüíûå
ìåòîäû.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû íîâûå.

1Ðàçëîæåíèÿ ïî ìíîãî÷ëåíàì ×åáûøåâà íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òàê êàê îíè ñâîäÿòñÿ, -
çàìåíîé ïåðåìåííîé, - ê êëàññè÷åñêèì ðÿäàì Ôóðüå è ïîýòîìó íà ýòîò ñëó÷àé àâòîìàòè÷åñêè
ïåðåíîñÿòñÿ óæå èçâåñòíûå ìåòîäû óñêîðåíèé.
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Актуальность темы. Общеизвестна важная
по классической системе многочленов Якоби.
функция имеет точки разрывов, применение ее
разложений малоэффективно. Тема актуальна,
классических ортогональных многочленов (в
рядов Фурье) не были предложены методы ускорения
для кусочно-гладких функций.

прикладная роль разложений
Однако, если разлагаемая

соответствующих урезанных
поскольку до сих пор для

отличие, например, от случая
сходимости разложений

Цель и
работы является
по ортонормальной
функции f(x), ք:
разрывов: (ar),

Известно, что

задачи диссертационной работы. Целью диссертационной
разработка эффективных схем ускорения сходимости рядов

системе полиномов Якоби (PRa,в)(Ф)) для кусочно-гладкой
[-1, 1] -- С, которая имеет только конечное количество точек
= 1, -- ... ,т, т > 1.
усеченный ряд Фурье-Якоби

IN
a(@,B)(f(ք) - fra,B) Pra, )) (Ф)), [-1, 1] (1)

малопригоден для восстановлениия значений кусочно-гладкой функции f(x),
так как вблизи точек разрывов проявляется явление Гиббса.

В работе ставились следующие задачи:

1. Разработка алгоритмов ускорения сходимости рядов по системе полиномов
Якоби и, в частности, по полиномам Гегенбауэра и Лежандра1 --

2. Построение программных пакетов в системе программирования MATHE-
MATICA 7 и проведение численных экспериментов.

3. Оценка эффективности алгоритмов на основе численных результатов.

Объект исследования. Разложения кусочно-гладких функций по полино
мам Якоби.

Методы исследования. диссертационной работе использовались методы
математического анализа, дифференциальных уравнений и вычислительные
методы.

Научная новизна. Все полученные результаты новые.

1Разложения по многочленам
заменой переменной, - к классическим
переносятся уже известные методы

Чебышева не рассматриваются, так как они сводятся, -
рядам Фурье и поэтому на этот случай автоматически

ускорений.

3
© National Library of Armenia



Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïîëèíîìû ßêîáè (â ÷àñòíîñòè, Ãåãåíáàóýðà
è Ëåæàíäðà) øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ïðàêòè÷åñêîé, íàó÷íîé è òåõíè÷åñêîé
îáëàñòÿõ.

Àïðîáàöèÿ ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé
ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà ñåìèíàðàõ îòäåëà äèôôåðåíöèàëüíûõ è èíòåãðàëüíûõ
óðàâíåíèé èíñòèòóòà ìàòåìàòèêè ÍÀÍÀðìåíèè, íà îáùåì ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà
èíôîðìàòèêè è ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè ÅÃÓ è íà ñåìèíàðå ôàêóëüòåòà
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè ÐÀÓ.

Ïóáëèêàöèè.Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû îïóáëèêîâàíû
â 4-õ íàó÷íûõ ñòàòüÿõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, òðåõ ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà öèòèðóåìîé ëèòåðàòóðû (37 íàèìåíîâàíèé). Îáúåì ðàáîòû
- 109 ñòð.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

Âî Ââåäåíèè ïðèâîäèòñÿ îáçîð ïðîáëåìàòèêè è êðàòêîå îïèñàíèå ñîäåðæà-
íèÿ ðàáîòû.

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå ñõåìû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé
ïî îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìå ïîëèíîìîâ ßêîáè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f ,
êîòîðàÿ èìååò êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàçðûâîâ: {ai}, i = 1, . . . ,m, m ≥

1 è èçâåñòíû òîëüêî êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-ßêîáè {f
(α,β)
n }Nn=0, N >> 1, α >

−1, β > −1 è òî÷êè ðàçðûâîâ {ai}, i = 1, . . . ,m. Çäåñü, â ñõåìå óñêîðåíèÿ,
ïðèáëèçèòåëüíî íàõîäÿòñÿ è èñïîëüçóþòñÿ ñêà÷êè A0i = f(ai + 0) − f(ai − 0)
ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè f â òî÷êàõ ðàçðûâîâ {ai}, i = 1, . . . m, m ≥ 1. Ñêà÷êè
ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè f â òî÷êàõ ðàçðûâîâ {ai} îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç A1i =
f ′(ai + 0)− f ′(ai − 0).

Â ðàçäåëå 1.1 ïðèâîäÿòñÿ èçâåñòíûå ôîðìóëû è ôàêòû äëÿ îðòîíîðìàëüíûõ

ïîëèíîìîâ ßêîáè P̃
(α,β)
n (x), α > −1, β > −1, n ≥ 0, x ∈ [−1, 1], èñïîëüçóåìûå

â äàëüíåéøåì. Îïèñàíèå ñõåìû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî îðòî-
íîðìàëüíûì ïîëèíîìàì ßêîáè äëÿ êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) íà÷èíàåòñÿ
(ïîäðàçäåë 1.2.1) ñî ñëó÷àÿ, êîãäà ôóíêöèÿ f(x) èìååò îäíó òî÷êó ðàçðûâà:
−1 < a1 < 1 è f(x) ∈ C2[−1, a1] è f(x) ∈ C2[a1, 1]. Äàëåå ïðèâîäèòñÿ ñõåìà
óñêîðåíèÿ â ñëó÷àå äâóõ òî÷åê ðàçðûâà. Îáùèé ñëó÷àé, êîãäà ôóíêöèÿ f èìååò
m ≥ 1 òî÷åê ðàçðûâà, ïðèâîäèòñÿ â ïîäðàçäåëå 1.2.3.

Îïèøåì ñõåìó óñêîðåíèÿ áîëåå ïîäðîáíî. Êàê èçâåñòíî2, îðòîíîðìàëüíûå

ïîëèíîìû ßêîáè {P̃
(α,β)
n (x)} îðòîãîíàëüíû â âåñîâîì ïðîñòðàíñòâå L2

w[−1, 1],
ñ âåñîì w(x) = (1 − x)α(1 + x)β , n ≥ 0, α > −1, β > −1 è óäîâëåòâîðÿþò

2Áåéòìåí Ã., Ýðäåéè À. Âûñøèå òðàíñöåíäåíòíûå ôóíêöèè. Ò. 2. Ì.: Íàóêà, 1971. - 296ñ.
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Практическая значимость. Полиномы Якоби (в частности, Гегенбауэра
и Лежандра) широко используются в практической, научной и технической
областях.

Апробация полученных результатов. Результаты диссертационной
работы докладывались на семинарах отдела дифференциальных и интегральных
уравнений института математики НАН Армении, на общем семинарефакультета
информатики и прикладной математики ЕГУ и на семинаре факультета
прикладной математики и информатики РАУ.

Публикации.
в 4-x научных

Структура и
заключения и

109 стр.

Основные результаты диссертационной работы опубликованы
статьях, список которых приведен в конце автореферата.

объем работы. Диссертация состоит из введения, трех глав,
списка цитируемой литературы (37 наименований). Объем работы

СОДЕРЖАНИЕ РАБОТЫ

Во Введении приводится обзор проблематики и краткое описание содержа-
ния работы.

Глава 1 посвящена разработке схемы ускорения сходимости разложений
по ортонормальной системе полиномов Якоби для кусочно-гладкой функции ք,
которая имеет конечное количество точек разрывов: (ar), i 1, ... та, >

I f(a,B)11 и известны только коэффициенты Фурье-Якоби N >> 1, a >
-1, В > -1 и точки разрывов (ar), i = 1, ..., т.. Здесь, в схеме ускорения,
приблизительно находятся и используются скачки Ao = f(at + 0) -- f(at - 0)
разлагаемой функции в точках разрывов (ar), i 1,... > 1. Скачки
производной функции в точках разрывов (ai) обозначаются через Alt+ 0) -- -- 0).

В разделе 1.1 приводятся известные формулы и факты для ортонормальных
полиномов Якоби Pra,в)(x), a > -1, В > -1, չ [-1, 1], используемые
в дальнейшем. Описание схемы ускорения сходимости разложений по орто
нормальным полиномам Якоби для кусочно-гладкой функции f(x) начинается
(подраздел 1.2.1) со случая, когда функция f(x) имеет одну точку разрыва:
-1 < < 1 и f(x) Օ2[-1, а1] и ffa) [а1, 1]. Далее приводится схема
ускорения в случае двух точек разрыва. Общий случай, когда функция имеетт > 1 точек разрыва, приводится в подразделе 1.2.3.

Опишем схему ускорения более подробно. Как известно2 , ортонормальные
полиномы Якоби (PRa,B)(z)) ортогональны в весовом пространстве Lo[-1, 1],
с весом w(x) = (1 - + ж)В, > Օ, a > -1, В > -1 и удовлетворяют

2 Бейт.мен Г, Эрдейм A. Высшие трансцендентные функции. т 2. M.= Наука, 1971. - 296c.
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äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ:

(1− x2)y′′(x) + (β − α− (α+ β + 2)x)y′(x) = −ln y(x), ln = n(n+ α+ β + 1). (2)

Èíòåðâàë [−1, 1] â ôîðìóëå äëÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ßêîáè

f (α,β)
n = (f (α,β)

n , P̃ (α,β)
n (x)) =

∫ 1

−1

f(x)P̃ (α,β)
n (x)w(x)dx

ðàçoáüåì íà ÷àñòè ñëåäóþùèì îáðàçîì: −1 = a0 < a1 < ... < am < am+1 = 1.
Òîãäà

f (α,β)
n =

∫ a1

a0

f(x)P̃α,β
n (x)w(x)dx+ · · ·+

∫ am+1

am

f(x)P̃α,β
n (x)w(x)dx. (3)

Ïîñëå âûïîëíåíèÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ïî ÷àñòÿì (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî f(x) ∈
C2[aj , aj+1], j = 0, ...,m), ïîëó÷èì (ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâî ïðîèçâîäíîé ïîëèíîìîâ
ßêîáè)

f (α,β)
n =

∫ 1

−1

f(x) P̃ (α,β)
n (x) (1− x)α (1 + x)βdx = Ωn

0 +Ωn
1 + Im,

Ωn
0 = l−1/2

n

m
∑

i=1

A0i (1− ai)
α+1 (1 + ai)

β+1 P̃
(α+1,β+1)
n−1 (ai),

Ωn
1 = −l−1

n

m
∑

j=1

A1j (1− aj)
α+1 (1 + aj)

β+1 P̃ (α,β)
n (aj),

Im = −l−1
n

m
∑

k=0

∫ ak+1

ak

P̃ (α,β)
n (x)(((1− x)α+1 (1 + x)β+1 f(x))′′ −

−(f(x) (1− x)α (1 + x)β (β − α− (α+ β + 2)x))′)dx. (4)

Â ñõåìå óñêîðåíèÿ èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå êóñî÷íî-ïîñòîÿííûå ôóíêöèè (i =
1, . . . ,m):

Φ0i(x) =

{

1, ai ≤ x ≤ ai+1

0, â îñò. ñëó÷.
(5)

ßâíûå âûðàæåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ßêîáè φ0k
n , k = 1, . . . ,m, n = 0, . . . , N

ôóíêöèé Φ0k(x), k = 1, . . . ,m, n = 0, . . . , N ïîëó÷àþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì
èçâåñòíîé ôîðìóëû äëÿ íåîïðåäåëåííîãî èíòåãðàëà:

I1 =

∫

P̃ (α,β)
n (x)w(x)dx = −(h(α,β)

n )−1(1− x)α+1(x+ 1)β+1P
(α+1,β+1)
n−1 (x)/(2n). (6)

5

дифференциальному уравнению:

(1 -- 22)y + (В -- a -- (a + В + 2) y(x), + a+ В + 1). (2)

Интервал [-1, 1] в формуле для коэффициентов Фурье-Якоби

(1
fra,в) Pra,в)(Ф)) = f(x)Pra,B)(x))(()),

7

разобъем на части следующим образом: -1 ао < a1 ... ат < ат+1 = 1.
Тогда

(a1 (ат+1
fra,в) f(x))Pa,8 (x))(())քր + -- --+ (3)

I

После выполнения интегрирования по частям (предполагается, что f(x)
C2[a; aj+1],] Օ, ...та), получим (учитывая свойство производной полиномов
Якоби)

fra,в) Рrа,в)(Ф) -- Ուքո f(x) (1 -- (1 + 20 4 Ու Im,

т
-- In1/2 Aot at)o+1 at)3+1 Pnat1,3+1)<(1 -- (1 + (az),

շ=1
тչ )в+1= _լու Al) (1 -- aj)o+1 (1 + Pra,в)(ад),

j=1

I'm չէ -- (1 + --
к=0 Jak

-(f(x) (1 -- (1 + (В -- a -- + В + 2) ж))՛)d (4)

схеме ускорения используются следующие кусочно-постоянные функции =
1, -- -- ,т.).

1, a, է է (5)
Օ, в ост. случ.

Явные фок Nвыражения коэффициентов Фурье-Якоби фо , 1, -- -- --, -- ...
функций Фok(x), 1, .. --, то, Օ,. ... IN получаются с использованием
известной формулы для неопределенного интеграла:

(
--It Pra,в)(Ф) w(x)da -- (bra,в)) -1(1 -- x)a+1(z + 1)в+1 Pra41,8+1) (x)/(22). (6)

5
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Ïðè çàäàííûõ ñêà÷êàõ {A0k}, k = 1, . . . ,m, ñõåìà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ïî

îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìå ïîëèíîìîâ ßêîáè {P̃
(α,β)
n (x)} îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

f(x) =
∞
∑

n=0

(f (α,β)
n −

m
∑

k=1

(φ0k
n

k
∑

i=1

A0i)) P̃
(α,β)
n (x) +

m
∑

k=1

(Φ0k(x)
k

∑

i=1

A0i) ≃

FN (x) =
N
∑

n=0

(fn −
m
∑

k=1

(φ0k
n

k
∑

i=1

A0i)) P̃
(α,β)
n (x) +

m
∑

k=1

(Φ0k(x)
k

∑

i=1

A0i). (7)

Îòìåòèì, ÷òî çäåñü ðàâåíñòâî ñëåâà ÿâëÿåòÿ î÷åâèäíûì òîæäåñòâîì. Â ýòîé
ñõåìå èñïîëüçîâàíà èäåÿ À.Í. Êðûëîâà3(îòíîñÿùàÿñÿ ê ñëó÷àþ êëàññè÷åñêîãî
ðÿäà Ôóðüå), è, êàê âèäèì, äëÿ âîññòàíîâëåíèÿ çíà÷åíèé ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè
f(x) èñïîëüçóåòñÿ óñå÷åííûé ðÿä ôóíêöèè

g(x) = f(x)−
m
∑

k=1

(Φ0k(x)
k

∑

i=1

A0i), (8)

êîòîðàÿ óæå íåïðåðûâíà â èíòåðâàëå [−1, 1], ÷òî è îáåñïå÷èâàåò áîëåå âûñîêóþ
ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ óñå÷åííûì ðÿäîì Ôóðüå-ßêîáè (1).

Â äàííîé ñõåìå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû òî÷íûå âåëè÷èíû ñêà÷êîâ
ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè. Îäíàêî âàæíî, ÷òî ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ
ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ çíàíèåì òîëüêî òî÷åê ðàñïîëîæåíèÿ ñêà÷êîâ ðàçëàãàåìîé
ôóíêöèè f (àíàëîãè÷íî ïîäõîäó Ê. Ýêãîôà4 â ñëó÷àå êëàññè÷åñêèõ ðÿäîâ
Ôóðüå). Â íàøåì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèáëèçèòåëüíûå âåëè÷èíû ñêà÷êîâ
ôóíêöèè f , îòáðàñûâàÿ èç (4) ñëàãàåìûå Ωn

1 è Im (ýòè ÷ëåíû ìîæåì ïðîèãíîðè-
ðîâàòü, êîãäà n >> 1), ïîýòîìó

f (α,β)
n ≃ Ωn

0 = l−1/2
n

m
∑

i=1

A0i (1− ai)
α+1 (1 + ai)

β+1 P̃
(α+1,β+1)
n−1 (ai). (∗)

Òàêèì îáðàçîì, èñïîëüçóÿ ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå:

f (α,β)
n = l−1/2

n

m
∑

i=1

Ã0i (1− ai)
α+1 (1 + ai)

β+1 P̃
(α+1,β+1)
n−1 (ai) (∗∗)

è, çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèÿ n = N − m + 1, N − m + 2, ..., N , ãäå (N + 1) -
êîëè÷åñòâî çàäàííûõ êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ßêîáè (ïðåäïîëàãàåì, ÷òîN >> 1)
ïîëó÷àåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïðèáëèçèòåëüíûõ ñêà÷êîâ

3Êðûëîâ À.Í. Ëåêöèè î ïðèáëèæåííûõ âû÷èñëåíèÿõ. Ë: Èçä. ÀÍ ÑÑÑÐ, 1933. - 541ñ.
4Eckho� K.S. Math. Comp, 1995, V. 64, � 210, P. 671-690.
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При заданных скачках (Aok), 1, - -- , та, схема ускорения сходимости по
ортонормальной системе полиномов Якоби (Pra,в)(Ф)) определяется следующим
образом:

f(x) = > (fra,в)

IN
Fi(()) = > (քո

т k
- Ф (фок

k=1 i=1т k
-- չ

k=1 i=1

т
Aox)) Pra,B)(x) + > (фок(Ф)

k=1
т

Aox)) Prx,в)(Ф)
k=1

k
Аог) --

շ=1
k

Aot). (7)
շ=1

Отметим, что здесь равенство слева являетя очевидным тождеством. этой
схеме использована идея А.Н. Крылова" (относящаяся к случаю классического
ряда Фурье), и, как видим, для восстановления значений разлагаемой функции
f(x) используется усеченный ряд функции

т k
g(x) -- f(x) -- Aot), (8)

k=1 շ=1

которая уже непрерывна в интервале [-1, 1], что и обеспечивает более высокую
скорость сходимости по сравнению с усеченным рядом Фурье-Якоби (1).

В данной схеме предполагается, что известны точные величины скачков
разлагаемой функции. Однако важно, что с практической точки зрения
можно ограничиться знанием только точек расположения скачков разлагаемой
функции (аналогично подходу к. Экгофа4 в случае классических рядов
Фурье). нашем случае можно получить приблизительные величины скачков
функции ք, отбрасывая из (4) слагаемые Որ и Iт (эти члены можем проигнори-
ровать, когда ու >> 1), поэтому

т
On -- p(a+1,8+1)(2.)քո 20 Ао (1 -- at)a+1 (1 + at)3+1 Pra+ (ах). (*)

շ=1

Таким образом, используя приближенное уравнение:

fra, )) Aot at)в+1 Pre11,в+1)(a Ф)քո (1 -- a,)a+1 (1 + Pra+ (az) (жж)
շ=1

и, зафиксировав значения N -- т + 1, N -- + 2, ..., N, где (N + 1) --

количество заданных коэффициентов Фурье-Якоби (предполагаем, что N >> 1)
получаем систему линейных уравнений относительно приблизительных скачков

3Крылов А.Н. Лекции о приближенных вычислениях. л Изд. АН СССР, 1933. - 541c.
4Eckhoff K.S. Math. Comp, 1995, V. 64, No 210, Р. 671-690.
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{Ã0k}, k = 1, . . . ,m5. Âûáîð çíà÷åíèé n âûøåïðèâèäåííûì ñïîñîáîì îáîñíîâàí
òåì, ÷òî ÷åì áîëüøå ýòî çíà÷åíèå, òåì ìåíüøå âåëè÷èíà îøèáêè ïðè ïåðåõîäå îò
ñîîòíîøåíèÿ (∗) ê óðàâíåíèþ (**). Ñèñòåìà ïîëó÷åííûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
â âåêòîðíîì âèäå âûãëÿäèò òàê: Fm

P = M0mP A0mP , ãäå

M0mP =







YN−m+1(α, β, a1) . . . YN−m+1(α, β, am)
...

...
...

YN (α, β, a1) . . . YN (α, β, am)






,

A0mP =







A01

...
A0m






, Fm

P =









l
1/2
N−m+1 f

(α,β)
N−m+1

...

l
1/2
N f

(α,β)
N









,

Yn(α, β, a) = (1− a)α+1(1 + a)β+1P̃
(α+1,β+1)
n−1 (a). (9)

Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì (ïðè óñëîâèè îáðàòèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùåé
ìàòðèöû6) ïðèáëèçèòåëüíûå çíà÷åíèÿ âåëè÷èí A0k, k = 1, . . . ,m.

Îïèñàííûé àëãîðèòì íàçîâåì àëãîðèòìîì Ïåðâîãî Òèïà. Òàêèì îáðàçîì,
èìåÿ òîëüêî òî÷êè ðàçðûâà êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f(x) è êîíå÷íîå êîëè-
÷åñòâî åå êîýôôèöèåíòîâ ïî ñèñòåìå ßêîáè (è äàæå íå èìåÿ íèêàêîé äðóãîé
èíôîðìàöèè î ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè), ìîæåì óñêîðÿòü ñõîäèìîñòü ðàçëîæåíèÿ
ýòîé ôóíêöèè (ò.å. îïðåäåëÿòü çíà÷åíèÿ f(x) áîëåå òî÷íî, ÷åì ïîñðåäñòâîì (1)).

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå òåîðåòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ ñõåìû (7), ëåæàùåé â îñíîâå
àëãîðèòìà óñêîðåíèÿ ïåðâîãî òèïà.

Ëåììà. Ïóñòü f(x) ∈ C2[aj , aj+1], j = 0, ...,m, è q = max(α, β). Òîãäà, åñëè
ñêà÷êè {A0i} è {A1i} â ôîðìóëå (4) îïðåäåëåíû òî÷íî, ñïðàâåäëèâû îöåíêè

{

|Ωn
0 | ≤ C0, |Ω

n
1 | ≤ C1n

−2, êîãäà − 1 < q < −1/2

|Ωn
0 | ≤ C0n

q+1/2, |Ωn
1 | ≤ C1n

q−3/2, êîãäà− 1/2 ≤ q,
(10)

ãäå ïîñòîÿííûe C0 > 0 è C1 > 0 çàâèñÿò ñîîòâåòñòâåííî òîëüêî îò âåëè÷èí
ñêà÷êîâ {A0i} è {A1i} (è íå çàâèñÿò îò èõ ëîêàëèçàöèè).

Óêàæåì òåïåðü îäíî äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

5Â äàëüíåéøåì, ðàäè ïðîñòîòû, âìåñòî Ã0k áûäåì èñïîëüçîâàòü çàïèñü A0k.
6Â äèññåðòàöèè ïðèâåäåí àíàëèç íåêîòîðûõ ñëó÷àåâ íåîáðàòèìîñòè âîçíèêàþùèõ â

óðàâíåíèÿõ ìàòðèö, à òàêæå êîððåêöèè àëãîðèòìîâ â ýòîì ñëó÷àå (ñì. òàêæå íèæå ñòð. 9
è 12).

7

(Aok), 1, -- -- , -- Выбор значений вышепривиденным способом обоснован
тем, что чем больше это значение, тем меньше величина ошибки при переходе от
соотношения (*) к уравнению (*ж). Система полученных линейных уравнений

Fp МОРв векторном виде выглядит так: A0P, где

( Y'--+1(@, В. a1)
MOP

YN(a, В, a1)

... YN-m+1(a, В, ат)

YN(a, В, ат)

( Aot
I

( Аот I

Yn(a, В, a) (1

( 11/2 ք(<<,))
-т+11 JN-m+1

, FP ,

11/2
UN I

a)a+1 а)в+1 P(a+1,8+1)(a).-- (1 + Prat (а). (9)

Решая эту систему, найдем (при условии
матрицыб) приблизительные значения величин

Описанный алгоритм назовем алгоритмом
имея только точки разрыва кусочно-гладкой
чество ее коэффициентов по системе Якоби
информации о разлагаемой функции), можем
этой функции (т.е. определять значения f(x)

обратимости соответствующей
Aok, k = 1, ... т..

Первого Типа. Таким образом,
функции f(x) и конечное коли-

(и даже не имея никакой другой
ускорять сходимость разложения

более точно, чем посредством (1)).

Приведем некоторые теоретические оценки для схемы (7), лежащей в основе
алгоритма ускорения первого типа.

Лемма. Пусть f(x) C2[aj, aj+1],] = Օ, ...,та, и զ тая((, B). Тогда, если
скаячии (Aot) и (An) в формуле (4) определены точно, страведливы озенки

Со, когда -- 1 < -1/2
(10)< Conq+1/2 < Cinq-3/2 , когда -- 1/2 < զ,

где постоянные Co > и С1 > зависят соответственно только от величин
скачков (Aot) и (An) (и зависят от локализации).

Укажем теперь одно достаточное условие равномерной сходимости.

5в дальнейшем, ради простоты, вместо Aok быдем использовать запись Aok.
6в диссертации приведен анализ некоторых случаев необратимости возникающих в

уравнениях матриц, a также коррекции алгоритмов в этом случае (см. также ниже стр. 9
и 12).
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Òåîðåìà 1 (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü f(x) ∈ C2[aj , aj+1], j =
0, ...,m, q = max(α, β) < 0 è

F 0
N (x) =

N
∑

n=0

(f (α,β)
n − Ωn

0 ) P̃
α,β
n (x) +G(x), G(x) =

∞
∑

n=0

Ωn
0 P̃

(α,β)
n (x).

Òîãäà, åñëè ñêà÷êè {A0i} â ôîðìóëå (4) îïðåäåëåíû òî÷íî, òî ñïðàâåäëèâû
îöåíêè

{

∥f(x)− F 0
N (x)∥L∞

≤ d1 N
2 q, −1/2 ≤ q < 0

∥f(x)− F 0
N (x)∥L∞

≤ d2 N
−1, −1 < q < −1/2,

(11)

ãäå ïîñòîÿííûe d1 > 0 è d2 > 0 çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èí {A1i} ñêà÷êîâ
ïðîèçâîäíîé ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè (è íå çàâèñÿò îò ëîêàëèçàöèè ýòèõ
ñêà÷êîâ).

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå íå âàæíî, ÷òî â êîíöå âûðàæåíèÿ F 0
N

ôèãóðèðóåò ôóíêöèÿ G â âèäå óêàçàííîãî ðÿäà. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî
Òåîðåìà 1 ñîõðàíÿåò ñèëó, åñëè âìåñòî G(x) âçÿòü ëþáóþ êóñî÷íî-ãëàäêóþ
ôóíêöèþ G(x) ∈ C2[aj , aj+1], j = 0, . . . ,m, îáëàäàþùóþ òåìè æå ñêà÷êàìè,
÷òî è f(x), à âìåñòî Ωn

0 ïîäñòàâèòü åå êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-ßêîáè. Ïðè ýòîì
ôèíêöèÿ G ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà â îñíîâå àëãîðèòìà óñêîðåíèÿ òîëüêî
òîãäà, êîãäà (â îòëè÷èå îò G â Òåîðåìå 1 ) åå çíà÷åíèÿ ìîæíî áûñòðî âû÷èñëèòü
ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ, êàê è çíà÷åíèÿ åå êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ßêîáè. Èìåííî
òàêàÿ (êóñî÷íî-ïîñòîÿííàÿ) ôóíêöèÿ è èñïîëüçóåòñÿ â ïðåäëîæåííîì âûøå
àëãîðèòìå ïåðâîãî òèïà (ñì. (5)).

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëà (7) îáåñïå÷èâàåò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü FN (x) ê
f(x) íà îòðåçêå [−1, 1].

Äàëåå, â ïîäðàçäåëå 1.2.4, ïðèâîäÿòñÿ áëîê-ñõåìû àëãîðèòìîâ óñêîðåíèÿ
ïåðâîãî òèïà â ñëó÷àÿõ, êîãäà ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò îäíó, äâå è m ≥ 3
òî÷åê ðàçðûâa.

Â ãëàâå 2 îïèñûâàåòñÿ ìåòîä óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî
îðòîíîðìàëüíîé ñèñòåìå ïîëèíîìîâ ßêîáè, â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò íàõîæäåíèå
è èñïîëüçîâàíèå ñêà÷êîâ êàê ñàìîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè f(x), òàê è åå
ïðîèçâîäíîé. Êàê è â ãëàâå 1, çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî èçâåñòíû òîëüêî
êîýôôèöèåíòû Ôóðüå-ßêîáè è òî÷êè ðàçðûâîâ ôóíêöèè.

Â ïîäðàçäåëå 2.2.1 îïèñûâàåòñÿ ñõåìà óñêîðåíèÿ â ñëó÷àå îäíîé òî÷êè
ðàçðûâà, à â ïîäðàçäåëå 2.2.2 - ñõåìà óñêîðåíèÿ â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ
f èìååò m òî÷åê ðàçðûâà: −1 < a1 < · · · < am < 1, âûïîëíåíû óñëîâèÿ
f(x) ∈ C2[ai, ai+1], i = 0, . . . ,m.

Ñêà÷êè ïåðâûõ ïðîèçâîäíûõ {A1k}, k = 1, . . . ,m è ñêà÷êè {A0k} ôóíêöèè
f(x) ìîæíî ïðèáëèçèòåëüíî âû÷èñëèòü, îòáðàñûâàÿ â (4) òîëüêî ÷ëåí Im. Â

8

Теорема 1 (о равномерной сжодимости). Пусть f(x) G2[aj, aj+1], i
Օ, -- ..,та, զ таж(, B) < и

F0(z) -- Ра,в(Ф) G(x), G(x) P(a,в)(Ф).Ջո Рո (Ф)_

Тогда, если скачки (Aot) в формуле (4) определены точно, то справедливы
ощенки

Jif(z) Fo(z)llss d N24, -1/2 զ < о
(11)(iffi)) -- < d N-1 -1 < զ < -1/2,

где постоянные d1 > и > зависят только от величин (An) скачков
производной разлагаемой функиии (и не зависят от локализации этиз
скачков).

Замечанае. На самом деле не важно, что в конце выражения FOFO
фигурирует функция G в виде указанного ряда. Нетрудно убедиться, что
Теорема 1 сохраняет силу, если вместо G(x) взять любую кусочно-гладкую
функцию G(x) C2[aj, aj+1],] -- Օ, -- -- --, тռ, обладающую теми же скачками,
что и f(x), a вместо 2020 подставить ее коэффициенты Фурье-Якоби. При этом
финкция G может быть использована в основе алгоритма ускорения только
тогда, когда (в отличие от G в Теореме 1) ее значения можно быстро вычислить
с заданной точностью, как и значения ее коэффициентов Фурье-Якоби. Именно
такая (кусочно-постоянная) функция и используется в предложенном выше
алгоритме первого типа (см. (5)).

Таким образом, формула (7) обеспечивает равномерную сходимость Fx(x) к
f(x) на отрезке [-1, 1].

Далее, в подразделе 1.2.4, приводятся блок-схемы алгоритмов ускорения
первого типа в случаях, когда разлагаемая функция имеет одну, две и т > 3
точек разрыва.

главе 2 описывается метод ускорения сходимости разложений по
ортонормальной системе полиномов Якоби, в основе которого лежит нахождение
и использование скачков как самой кусочно-гладкой функции f(x), так и ее
производной. Как и в главе 1, здесь предполагается, что известны только
коэффициенты Фурье-Якоби и точки разрывов функции.

В подразделе 2.2.1 описывается схема ускорения в случае одной точки
разрыва, a в подразделе 2.2.2 -- схема ускорения в общем случае, когда. функция

имеет т точек разрыва: -1 < a1 < -- -- < ат < 1, выполнены условия
f(x) Օ2[a, az+1], i= Օ,... , та.

Скачки первых производных (A1k), k 1, -- т и скачки (Aok) функции
f(x) можно приблизительно вычислить, отбрасывая в (4) только член Im в
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ýòîì ñëó÷àå ïîëó÷èì f
(α,β)
n = Ωn

0 + Ωn
1 è, ïðèïèñàâ çíà÷åíèþ n âåëè÷èíû

N − 2m + 1, . . . , N (N > 2m + 1), ïîëó÷èì 2m óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ 2m
óêàçàííûõ ñêà÷êîâ.

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïðèâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé,
èìåþùåé (â âåêòîðíîé çàïèñè) âèä: F 2m

P = M12mP A12mP , ãäå

M12mP =









YÑ+1(α, β, a1) EÑ+1(α, β, a1) . . . YÑ+1(α, β, am) EÑ+1(α, β, am)
YÑ+2(α, β, a1) EÑ+2(α, β, a1) . . . YÑ+2(α, β, am) EÑ+2(α, β, am)

. . . . . . . . . . . . . . .
YN (α, β, a1) EN (α, β, a1) . . . YN (α, β, am) EN (α, β, am)









A12mP =















A01

A11

...
A0m

A1m















, F 2m
P =



















l
1/2

Ñ+1
f
(α,β)

Ñ+1

l
1/2

Ñ+2
f
(α,β)

Ñ+2
...

l
1/2
N−1 f

(α,β)
N−1

l
1/2
N f

(α,β)
N



















En(α, β, a) = −l−1/2
n (1− a)α+1(1 + a)β+1P̃ (α,β)

n (a), Ñ = N − 2m. (12)

Â äàííîì ñëó÷àå, äîïîëíèòåëüíî ê {Φ0i(x)}, èñïîëüçóþòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûå
ôóíêöèè {Φ1i(x)}, i = 1, . . . ,m:

Φ1i(x) =











0, x ≤ ai

x− ai, ai ≤ x ≤ ai+1

ai+1 − ai, â îñò. ñëó÷.

. (13)

Àíàëîãè÷íî (7), ñõåìà óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè çäåñü ïðèíèìàåò âèä

f(x) =

∞
∑

n=0

(f (α,β)
n −

m
∑

k=1

(φ0k
n (

k
∑

i=1

A0i) + φ1k
n (

k
∑

j=1

A1j)))P̃
(α,β)
n (x) +

+
m
∑

k=1

(Φ0k(x) (
k

∑

i=1

A0i) + Φ1k(x)(
k

∑

j=1

A1j)) ≃
N
∑

n=0

(f (α,β)
n −

m
∑

k=1

(φ0k
n (

k
∑

i=1

A0i) +

+φ1k
n (

k
∑

j=1

A1j)))P̃
(α,β)
n (x) +

m
∑

k=1

(Φ0k(x) (

k
∑

i=1

A0i) + Φ1k(x)(

k
∑

j=1

A1j)). (14)

Äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè äàííîé ñõåìû íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåí-
òû Ôóðüå-ßêîáè ôóíêöèé (5) è (13) ïðè ïðîèçâîëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ

9

этом случае получим քո 20 + Ջո и, приписав значению величины
N -- 2т, + 1, -- , > 2т + 1), получим 2т уравнений для определения 2т
указанных скачков.

Таким образом, задача приводится к решению линейной системы уравнений,
имеющей (в векторной записи) вид: = M12М12т A12A12m где

( YN+1(a, В, a1)
Л12m Yx42(a, В, a1)M1P --

YN(, В, a1)

EN+1(@, В, a1)
EN+2(@, В,а1)

--
EN(a, В, a1)

-- Yx+1(@, В, ат)
Yм+2(@, В, ат)

--

Yi((, В, ат)

EN+1(a, В, ат)
EN+2(@, В, am)

...
EN(a, В, ат)

(
All

Alp
Аот
А1т

I

I

11/2
N+1

l1/2Ճ+2

11/2
N-1
11/2

I

JN+2
:
JN_1

En(@, В, a) = _ln1/2(1 -- a)a+1(1 + а)в+1 P(a,в)(а), = -- 2т.. (12)

данном случае, дополнительно к используются кусочно-линейные
функции (Ф1-(2)), i 1, -- --, та:

сс <
Ф11(2) -- < сс< at+1 -- (13)

в ост. случ.

Аналогично (7), схема ускорения сходимости здесь принимает вид

т k
f(x) = 2 (fra,в) -- (չ Aox) +

т=0 k=1 շ=1
т k k INչ Аот) + Ф1k(x)(2

k=1 շ=1 j=1
k т k

+фռ (-- A1))))Pra,B)(x) (2
j=1 k=1 i=1

k
(չ Al) ))) Pra,в)(Ф) +

--

j=1
т k

-- (չ +
--

k=1 շ=1
k

Aot) + Ф1k(x)(2 A1))). (14)
j=1

Для эффективной реализации данной схемы необходимо вычислить коэффициен-
ты Фурье-Якоби функций (5) и (13) при произвольных значениях параметров
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ßêîáè α > −1, β > −1. Îäíàêî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ôóíêöèé (13),
ñëåäóåò âû÷èñëèòü íåîïðåäåëåííûé èíòåãðàë

I2 =

∫

x P̃ (α,β)
n (x)w(x) dx, n ≥ 0, w(x) = (1− x)α(1 + x)β ,

íî äëÿ ýòîãî (â îòëè÷èå îò èíòåãðàëà I1, ñì. (6)) ìû íå èìååì ïðîñòûõ ÿâíûõ
ôîðìóë. Ïîýòîìó ïðèøëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûì ïðåäñòàâëåíèåì

P (α,β)
n (x) = 2−n

n
∑

m=0

(

n+ α

m

)(

n+ β

n−m

)

(x− 1)n−m(x+ 1)m,

ñâîäÿùèì çàäà÷ó ê âû÷èñëåíèþ èíòåãðàëîâ

I3 =

∫

x (1− x)α+n−k (1 + x)β+k dx, k = 0, . . . , n.

Â ñëó÷àå ïîëèíîìîâ Ëåæàíäðà (÷àñòíûé ñëó÷àé ïîëèíîìîâ ßêîáè, êîãäà
α = β = 0, ò.å. w(x) = 1) èíòåãðàëû ýòè âû÷èñëÿþòñÿ ÿâíî (íî â âèäå ñóììû) è
ìû ïðèõîäèì ê àëãîðèòìàì Âòîðîãî Òèïà.

Â îáùåì æå ñëó÷àå ÿâíûå âûðàæåíèÿ èíòåãðàëîâ I3 ñîäåðæàò ñïåöèàëüíûå
ôóíêöèè, âû÷èñëåíèå êîòîðûõ ïðîèçâîäèòñÿ ìåäëåííî è ñ ñóùåñòâåííûìè
íåêîíòðîëèðóåìûìè îøèáêàìè. Ïîýòîìó â ðàáîòå èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëåííîå
èíòåãðèðîâàíèå â ñðåäå MATEMATIKA 7, êîòîðîå, õîòü è òðåáóåò âåñüìà
çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè, ïîääàåòñÿ ýôôåêòèâíîìó êîíòðîëþ òî÷íîñòè. Ýòî
ïðèâîäèò ê àëãîðèòìó Òðåòüåãî Òèïà.

Äàëåå ôîðìóëèðóåòñÿ Òåîðåìà 2, ñîãëàñíî êîòîðîé, ïðè ïðèìåíåíèè
àëãîðèòìîâ âòîðîãî è òðåòüåãî òèïîâ, ñõîäèìîñòü îáåñïå÷åíà, åñëè q < 1/2
(åñëè ñêà÷êè A0i, A1i, i = 1, . . . ,m îïðåäåëåíû òî÷íî).

Òåîðåìà 2 (î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè). Ïóñòü f(x) ∈ C 3[aj , aj+1], j =
0, ...,m , q = max(α, β) < 1/2 è

F 1
N (x) =

N
∑

n=0

(f (α,β)
n −

m
∑

k=1

(φ0k
n (

k
∑

i=1

A0i) + φ1k
n (

k
∑

j=1

A1j)))P̃
(α,β)
n (x) +G(x),

G(x) =
m
∑

k=1

(Φ0k(x) (
k

∑

i=1

A0i) + Φ1k(x)(
k

∑

j=1

A1j)).

Òîãäà, åñëè ñêà÷êè {A0i} è {A1i} îïðåäåëåíû òî÷íî, òî ñïðàâåäëèâû îöåíêè

{

∥f(x)− F 1
N (x)∥L∞

≤ d3 N
2 q−1, −1/2 ≤ q < 1/2

∥f(x)− F 1
N (x)∥L∞

≤ d4 N
−2, −1 < q < −1/2,
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Якоби a > -1, В > -1. Однако, для получения коэффициентов функций (13),
следует вычислить неопределенный интеграл

I
-- Pra,в)(Ф) w(x) da, ուչ Օ, w(x) (1 -- x)a(1 + ж)В,

но для этого (в отличие от интеграла I1, см. (6)) мы не имеем простых явных
формул. Поэтому пришлось воспользоваться известным представлением

ու + a] + ВP(a,в)(Ф) 2-ո )(с 1)п=т(а + 1)m,т I
сводящим задачу к вычислению интегралов

Iз I (1 -- (1 + ж)В+k Օ, .. ու
I

В случае полиномов Лежандра (частный случай полиномов Якоби, когда
a В Օ, т.е. = 1) интегралы эти вычисляются явно (но в виде суммы) и
мы приходим к алгоритмам Второго Типа.

общем же случае явные выражения интегралов Iз содержат специальные
функции, вычисление которых производится медленно и с существенными
неконтролируемыми ошибками. Поэтому в работе используется численное
интегрирование в среде MATEMATIKA 7, которое, хоть и требует весьма
значительного времени, поддается эффективному контролю точности. Это
приводит к алгоритму Третьего Типа.

Далее формулируется Теорема 2, согласно которой, при применении
алгоритмов второго и третьего типов, сходимость обеспечена, если զ < 1/2
(если скачки Aot, Alt, i 1, -- -- ,т определены точно) -

Теорема 2 (о равномерной сходи.мости). Пусть f(x) Сз[,; aj+1], i
Օ, ..,т , զ таж(, в) < 1/2 и

N
Fl(x) 2 (fra,в)

т=0
Aot) фтк(2 +

k=1 i=1
т

G(x)
k=1

k
(2
j=1
k

(2
շ=1

A1))))PPa,B)(() + G(x),

k
+ Ф1k(x)(2 A1)))

j=1
Тогда, если скачки (Aor) и (Ali) определены точно, то справедливы озенки

Jiffe) -- FN(z)llss < dз N24-1 -1/2 < զ < 1/2

-- Fi(z)Ile < d4 N-2 -1 < զ < -1/2,
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ãäå ïîñòîÿííûe d3 > 0 è d4 > 0 çàâèñÿò òîëüêî îò âåëè÷èí {A0i}, {A1i} è
{A2i} (è íå çàâèñÿò îò ëîêàëèçàöèè ýòèõ ñêà÷êîâ).

Â ðàçäåëàõ 1.3, 2.4 ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ.
Â ÷àñòíîñòè, ðàññìàòðèâàëèñü ñëåäóþùèå ôóíêöèè f1(x) è f2(x), èìåþùèå
ñîîòâåòñòâåííî îäíó (a1 = 3/4) è äâå (a1 = −2/3, a2 = 1/3) òî÷êè ðàçðûâà.

f1(x) =

{

sin((4 + 3i)x)/2, −1 ≤ x < 3/4

ie(2+i)x, 3/4 ≤ x ≤ 1
,

f2(x) =











3 cos(x+ 1/2), −1 ≤ x < −2/3

e2x, −2/3 ≤ x < 1/3

sin(x/2), 1/3 ≤ x ≤ 1

. (15)

Ïðèâåäåì ÷èñëåííûå ðåçóëüòàòû äëÿ ôóíêöèé (15), êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû
ïðèìåíåíèåì ðàçðàáîòàííûõ â ðàáîòå ïðîãðàììíûõ ïàêåòîâ óñêîðåíèÿ. Íèæå
èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ:

• Classic - ðåàëèçàöèÿ êëàññè÷åñêîãî ïîäõîäà (1).

• JacA0, JacA0Two - ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà ïåðâîãî òèïà â ñëó÷àÿõ, êîãäà
ðàçëàãàåìàÿ ôóíêöèÿ èìååò, ñîîòâåòñòâåííî, îäíó è äâå òî÷êè ðàçðûâa.

• LegA0A1Two - ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà âòîðîãî òèïà â ñëó÷àå, êîãäà
ôóíêöèÿ èìååò äâå òî÷êè ðàçðûâa.

• JacA0A1, JacA0A1Two - ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà òðåòüåãî òèïà â ñëó÷àÿõ
îäíîé è äâóõ òî÷åê ðàçðûâa ñîîòâåòñòâåííî.

Tàáëèöà 1.

L2
w - îøèáêè ïðè âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè f1(x),

ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ßêîáè α = 3/2, β = 5/2

êîýôô.
Classic JacA0 JacA0A1

L2
w îø. âðåìÿ L2

w îø. âðåìÿ L2
w îø. âðåìÿ

N = 25 4.19 10−1 0.015 ñ. 4.38 10−2 0.047 ñ. 4.67 10−3 4.297 ñ.
N = 50 2.96 10−1 0.062 ñ. 1.64 10−2 0.094 ñ. 8.57 10−4 25.25 ñ.
N = 75 2.42 10−1 0.141 ñ. 2.71 10−3 0.218 ñ. 3. 10−4 101.188 ñ.
N = 100 2.11 10−1 0.329 ñ. 1.85 10−3 0.422 ñ. 1.47 10−4 296.593 ñ.
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где постоянные dз > и d4 > зависят только от величин (Aor), и
(Azi) (и лее зависят от локализации этия скачков).

В разделах 1.3, 2.4 представлены результаты численных экспериментов.
В частности, рассматривались следующие функции f1(x) и f2(x), имеющие
соответственно одну (а1 3/4) и две (а1 -2/3, az 1/3) точки разрыва.

sin((4 + 32).))/2, -1 < < 3/4f1(x)
շe(2+2)2, 3/4 < < 1

3 cos(a + 1/2),
f2(2) е2x,

sin(x/2),

-1 < -2/3
--//3 < < 1/3 - (15)
1/3 < < 1

Приведем
применением
используются

численные результаты для функций (15), которые были получены
разработанных в работе программных пакетов ускорения. Ниже
обозначения:

-- Classic - реализация классического подхода (1).

JасА0, JacA0Two - реализации алгоритма первого типа в случаях, когда
разлагаемая функция имеет, соответственно, одну и две точки разрыва.

LegA0A1Two -- реализация алгоритма второго типа в случае, когда
функция имеет две точки разрыва.

JacA0A1, JacA0A1Two реализации алгоритма третьего типа в случаях
одной и двух точек разрыва соответственно.

I 2
-- ա՛

Таблица 1.
ошибки при восстановлении значений функции f1(%),

при значениях параметров Якоби a 3/2, В = 5/2

коэфф.

25
50
75

- 100

4.19
2.96
2.42
2.11

Classic
ош.
10-1
10-1
10-1
10-1

время
0.015 с.
0.062 с.
0.141 с.
0.329 с.

4.38
1.64
2.71
1.85

JacA0
ош.
10-2
10-2
10-3
10-3

время
0.047
0.094 с.
0.218 с.
0.422 с.

ош.
4.67 10-3
8.57 10-4
3. 10-4

1.47 10-4

JacAOA1
время

4.297 с.
25.25 с.

101.188 с.
296.593 с.
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Tàáëèöà 2.

L∞ - îøèáêè ïðè âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè f2(x),
ïðè çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ ßêîáè α = −2/9, β = −1/12

êîýôô.
Classic JacA0Two JacA0A1Two

L∞ îø. âðåìÿ L∞ îø. âðåìÿ L∞ îø. âðåìÿ
N = 25 1.35 100 0.015 ñ. 4.6 10−1 0.5 ñ. 6. 10−3 8.922 ñ.
N = 50 1.35 100 0.032 ñ. 8. 10−2 0.593 ñ. 1.2 10−3 65.485 ñ.
N = 75 1.3 100 0.14 ñ. 4.5 10−2 0.766 ñ. 5. 10−4 229.531 ñ.
N = 100 1.3 100 0.297 ñ. 1.5 10−2 1.032 ñ. 2.5 10−4 701.468 ñ.

Tàáëèöà 3.

L2
w - îøèáêè ïðè âîññòàíîâëåíèè çíà÷åíèé ôóíêöèè f2(x),
óñêîðÿþòñÿ ðÿäû ïî ïîëèíîìàì Ëåæàíäðà: α = β = 0

êîýôô.
Classic JacA0Two LegA0A1Two

L2
w îø. âðåìÿ L2

w îø. âðåìÿ L2
w îø. âðåìÿ

N = 25 3.1 10−1 0.031 ñ. 8.5 10−2 0.047 ñ. 8.7 10−4 0.328 ñ.
N = 50 2.3 10−1 0.188 ñ. 1.7 10−2 0.234 ñ. 1.1 10−4 0.625 ñ.
N = 75 1.8 10−1 0.656 ñ. 4.3 10−3 0.703 ñ. 4.1 10−5 1.204 ñ.
N = 100 1.6 10−1 1.562 ñ. 1.8 10−3 1.656 ñ. 2. 10−5 2.266 ñ.

Â ðàçäåëå 2.5 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïðèâîäÿòñÿ ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè
k∞ èñïîëüçóåìûõ ìàòðèö M0mP è M12mP ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ.
Ïðèâåäåì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ìàòðèö, êîãäà ðàññìàòðè-
âàåòñÿ ôóíêöèÿ f2(x) (m = 2).

Tàáëèöà 4.

×èñëà îáóñëîâëåííîñòè ìàòðèö M02P è M14P äëÿ ôóíêöèè f2(x)

êîýôô.
α = −2/9, β = −1/12 α = 1, β = 2
k∞(M02P ) k∞(M14P ) k∞(M02P ) k∞(M14P )

N = 25 12.0531 88.8834 3.65792 184.135
N = 50 3.72837 215.831 23.311 301.065
N = 75 3.98312 312.584 8.31943 471.439
N = 100 1.66762 394.537 5.19982 776.945

Çàìåòèì, ÷òî, â ïðèíöèïå, ïðè îïðåäåëåííûõ ðàñïîëîæåíèÿõ òî÷åê ðàçðûâà
f(x) ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòðèöà ìîæåò áûòü íåîáðàòèìà è ïîýòîìó â áëîê-ñõåìå
àëãîðèòìîâ ïðåäóñìîòðåíà îïðåäåëåííàÿ êîððåêòèðîâêà, ÷òîáû ýòîãî èçáåæàòü.
Îäíàêî â íàøèõ ìíîãî÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòàõ òàêîãî ñëó÷àÿ íå áûëî.
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Таблица 2.
Loo ошибки при восстановлении значений функции f2(x),

при значениях параметров Якоби a --//9, В -1/12

коэфф.

N= 25
50

I 75
N - 100

Lo
1.35
1.35
1.3
1.3

Classic
ош.
100
100
100
100

время
0.015 с.
0.032 с.
0.14 с.
0.297 с.

JacA0T'wo
Lo ош.
4.6 10-1
8. 10-2
4.5 10-2
1.5 10-2

время
0.5 с.

0.593 с.
0.766 с.
1.032 с.

Lo ош.
6. 1073
1.2 10-3
5. 10-4
2.5 10-4

JacA0A1T'oo
время

8.922 с.
65.485 с.

229.531 с.
701.468 с.

I 2
-- ա՛

коэфф.

N= 25
50

N -- 75
N= 100

ошибки
ускоряются

ош.
3.1 10-1
2.3 10-1
1.8 10-1
1.6 10-1

при восстановлении
ряды по полиномам

Classic
время

0.031 с.
0.188 с.
0.656 с.
1.562 с.

Նա ош.
8.5 10-2
1.7 10-2
4.3 10=3
1.8 10-3

значений
Лежандра:

JacA0T'wo
время

0.047 с.
0.234 с.
0.703 с.
1.656 с.

функции
a В =

LegA0A1T'oo
Նա ош. время
8.7 10-4 0.328 с.
1.1 10-4 0.625 с.
4.1 10-5 1.204 с.
2. 10-5 2.266 с.

Таблица 3.
f2(x),

В разделе 2.5 диссертационной
используемых матриц и

Приведем числа обусловленности
вается функция f2(x) (та= 2).

работы приводятся
лл12тM1P при разных

соответствующих

числа обусловленности
значениях параметров.

матриц, когда рассматри-

Таблица 4.
Числа обусловленности матриц и M1p для функции f2(2)

коэфф.

25
N - 50

75
N - 100

a -2/9,
(MOP

12.0531
3.72837
3.98312
1.66762

В = 11/12
(M1p)

88.8834
215.831
312.584
394.537

koo (МОР,
3.65792
23.311

8.31943
5.19982

1, В = 2
ko((111(M1p)

184.135
301.065
471.439
776.945

Заметим, что, в принципе, при определенных расположениях точек разрыва
f(x) соответствующая матрица может быть необратима и поэтому в блок-схеме
алгоритмов предусмотрена определенная корректировка. чтобы этого избежать.
Однако в наших многочисленных экспериментах такого случая не было.
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Â ãëàâå 3 àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà àëãîðèòìîâ óñêîðåíèÿ. Â ãëàâíîì ÷ëåíå
ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåé òàáëèöå.

Tàáëèöà 5.

Ñëîæíîñòü àëãîðèòìîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè

òèï àëãîðèòìà ñëîæåíèÿ óìíîæåíèÿ êîë. ÷èñë. èíòåãðèðîâàíèé
ïåðâûé mN (m+ 1)N 0
âòîðîé m(N − 1)N/2 mN2 0
òðåòèé m(N − 1)N/2 mN2 mN(N + 1)/2

Â òàáëèöå ïÿòü m− êîëè÷åñòâî òî÷åê ðàçðûâà, à N − êîëè÷åñòâî çàäàííûõ
êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-ßêîáè ðàçëàãàåìîé ôóíêöèè.

Â ðàçäåëå 3.1 èññëåäóþòñÿ îñîáåííîñòè èñïîëüçóåìîé ñðåäû ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ MATHEMATICA 7. Â êîíöå ãëàâû 3 ïðåäñòàâëåíû òåêñòû ïðîãðàìì
óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè (â êîäå MATHEMATICA 7).

Â çàêëþ÷åíèè, ïðèâîäÿòñÿ îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ

1. Ðàçðàáîòàíû àëãîðèòìû óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðàçëîæåíèé ïî ïîëèíîìàì
ßêîáè, êîãäà èçâåñòíû òîëüêî êîíå÷íîå ÷èñëî êîýôôèöèåíòîâ Ôóðüå-
ßêîáè è òî÷êè ðàçðûâîâ ðàçëàãàåìîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè.

2. Íà îñíîâå ìåòîäîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè ðåàëèçîâàí ïàêåò ïðîãðàìì â
ñðåäå MATHEMATICA 7.

3. Ïîëó÷åíû äâå òåîðåìû î ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

4. Ïðîâåäåíû ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû, êîòîðûå õàðàêòåðèçèðóþò ñâîéñòâà
àëãîðèòìîâ óñêîðåíèÿ ñõîäèìîñòè.

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ

1. Íåðñåñÿí À.Á., Ãàñïàðÿí À.À. Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì
Ëåæàíäðà // Äîêëàäû ÍÀÍ Àðìåíèè. 2011. T. 111, � 4. C. 317-325.

2. Íåðñåñÿí À.Á., Ãàñïàðÿí À.À. Óñêîðåíèå ñõîäèìîñòè ðÿäîâ ïî ïîëèíîìàì
Ãåãåíáàóýðà // Âåñòíèê ÐÀÓ, ôèçèêî-ìàòåìàòè÷åñêèå è åñòåñòâåííûå
íàóêè. Åð.: Èçä-âî ÐÀÓ, 2011. � 1. Ñ. 84-96.
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в главе 3 анализируются свойства алгоритмов ускорения. В главном члене
сложность алгоритмов представлена в следующей таблице.

Таблица 5.
Сложность алгоритмов ускорения сходимости

тип алгоритма
первый
второй
третий

сложения
m.N

m(N -- 1)N/2
m(N1)N/2

умножения
(т + 1)N

m.N

кол. числ. интегрирований

+ 1)/2

В таблице пять количество точек разрыва, a N количество заданных
коэффициентов Фурье-Якоби разлагаемой функции.

разделе 3.1 исследуются
вания MATHEMATICA 7.
ускорения сходимости (в коде

В заключении, приводятся

особенности используемой среды программиро-
конце главы 3 представлены тексты программ
MATHEMATICA 7).
основные результаты диссертационной работы.

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ

1. Разработаны алгоритмы
Якоби, когда известны
Якоби и точки разрывов

ускорения сходимости разложений по
только конечное число коэффициентов
разлагаемой кусочно-гладкой функции.

полиномам
Фурье

2. На основе методов ускорения сходимости реализован пакет программ в
среде MATHEMATICA 7.

3. Получены две теоремы о равномерной сходимости.

4. Проведены численные эксперименты, которые характеризируют свойства
алгоритмов ускорения сходимости.
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A M � O � U M

Arman Haru�yuni Gasparyan

YAKOBII BAZMANDAMNEROV VERLU
U�YUNNERI

ZUGAMITU�YAN ARAGACMAN ALGORI�MNER

A�xatanq� nvirva� � ktor a� ktor o�ork funkcianeri, �st Yakobii
�r�onormal bazmandamnerov verlu�u�yunneri zugamitu�yan aragacman
me�odneri m�akman  hetazotman harcerin, erb haytni en miayn verlu�vo�
f(x), f : [−1, 1] → C funkciayi verjavor �vov Furie-Yakobi gor�akicner�  
xzman keter�` {ai}, i = 1, . . . ,m, m ≥ 1:

Haytni �, or ktor a� ktor o�ork f(x) funkciayi ar�eqneri verakangnum�,
erb �gtagor�vum � nra, Furie-Yakobii masnaki gumar�`

S
(α,β)
N (f) =

N
∑

n=0

f (α,β)
n P̃ (α,β)

n (x), x ∈ [−1, 1],

orte� {f
(α,β)
n }, n = 0, . . . , N me�u�yun� xzman keter parunako� f(x)

funkciayi Furie-Yakobi gor�akicnern en, P̃
(α,β)
n (x) − Yakobii �r�onormal

bazmandamnern en, ardyunavet ��, qani or xzman keteri �rjakayqerum
i hayt � galis Gibsi er uy�: Ayste�, i tarberu�yun Furieyi dasakan
verlu�u�yunneri, [−1, 1] hatva�i �ayraketerum Gibsi er uy� �i ditarkvum:
A�xatanqum m�akva� me�odnern u��va� en n�va� er uy�i ha��aharman�:

�eman ardiakan �, qani or min� ay�m ktor a� ktor o�ork funkcianeri
�st dasakan �r�onormal bazmandamneri verlu�u�yunneri zugamitu�yan
aragacman algori�mner a�ajarkva� �en e�el:

A�xatanqum m�akva� en Yakobii �r�onormal bazmandamnerov verlu�u{
�yunneri zugamitu�yan aragacman ereq tipi algori�mner: Algori�mner�
tarbervum en in�pes bardu�yunnerov, aynpes �l zugamitu�yan aragacman
kargov, in�� het um � �vayin ardyunqneric:

Stacvel en oro� tesakan gnahatakanner Yakobii �r�onormal bazmandam{
nerov verlu�u�yunneri zugamitu�yan aragacman algori�mneri hamar:
Dranq het yaln en`

�eorem 1. Dicuq, f(x) ∈ C2[aj , aj+1], j = 0, ...,m, q = max(α, β) < 0  

F 0
N (x) =

N
∑

n=0

(f (α,β)
n − Ωn

0 ) P̃
α,β
n (x) +G(x), G(x) =

∞
∑

n=0

Ωn
0 P̃

(α,β)
n (x) :
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Ա Մ Ф Ф ՈՒ Մ

Արման Հարությունի Գասպարյան

ՅԱԿՈԲԻԻ ԲԱԶՄԱՆԴԱՄՆԵՐՈՎ ՎԵՐԼՈՒԾՈՒԹՅՈՒՆՆԵՐԻ
ԶՈՒԳԱՄԻՏՈՒԹՅԱՆ ԱՐԱԳԱՑՄԱՆ ԱԼԳՈՐԻԹՄՆԵՐ

Աշխատանքը նվիրված է կտոր առ կտոր ողորկ ֆունկցիաների, ըստ Յակոբիի
օրթոնորմալ բազմանդամներով վերլուծությունների զուգամիտության արագացման
մեթոդների մշակման և հետազոտման հարցերին, երբ հայտնի են միայն վերլուծվող
f(x), ք: [-1, 1] -- С ֆունկցիայի վերջավոր թվով Ֆուրիե-Յակոբի գործակիցները և
խզման կետերը՝ (ar), 1,--, т > 1:

Հայտնի է, որ կտոր առ կտոր ողորկ f(x) ֆունկցիայի արժեքների վերականգնումը,
երբ օգտագործվում է նրա, Ֆուրիե-Յակոբիի մասնակի գումարը՝

IN
S(a,B)(f) Pra,в)(()),(f) = քո [-1, 1],

որտեղ (fra,8)),(քո ու Օ,..., NN մեծությունը խզման կետեր պարունակող f(x)
ֆունկցիայի Ֆուրիե-Յակոբի գործակիցներն են, Pra,в)(Ф) - Յակոբիի օրթոնորմալ
բազմանդամներն են, արդյունավետ չէ, քանի որ խզման կետերի շրջակայքերում
ի հայտ է գալիս Գիբսի երևույթ: Այստեղ, ի տարբերություն Ֆուրիեյի դասական
վերլուծությունների, [-1, 1] հատվածի ծայրակետերում Գիբսի երևույթ չի դիտարկվում:
Աշխատանքում մշակված մեթոդներն ուղղված են նշված երևույթի հաղթահարմանը:

Թեման արդիական է, քանի որ մինչ այժմ կտոր առ կտոր ողորկ ֆունկցիաների
ըստ դասական օրթոնորմալ բազմանդամների վերլուծությունների զուգամիտության
արագացման ալգորիթմներ առաջարկված չեն եղել:

Աշխատանքում մշակված են Յակոբիի օրթոնորմալ բազմանդամներով վերլուծու
թյունների զուգամիտության արագացման երեք տիպի ալգորիթմներ: Ալգորիթմները
տարբերվում են ինչպես բարդություններով, այնպես էլ զուգամիտության արագացման
կարգով, ինչը հետևում է թվային արդյունքներից:

Ստացվել են որոշ տեսական գնահատականներ Յակոբիի օրթոնորմալ բազմանդամ--
ներով վերլուծությունների զուգամիտության արագացման ալգորիթմների համար:
Դրանք հետևյալն են՝

Թեորեմ 1. Դիցուք, f(x) C2[aj aj+1], i Օ՜... та,զ таж(, < և
IN

FO (x)) - Ջօ) Ра,В(Ф) + G(x), G(x) -- 20 Pra,в)(Ф)):
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E�e verlu�vo� funkciayi {A0i} ��i�qner� (4) bana� um ��grit en oro�va�,
apa te�i unen het yal gnahatakanner�`

{

∥f(x)− F 0
N (x)∥L∞

≤ d1 N
2 q, −1/2 ≤ q < 0

∥f(x)− F 0
N (x)∥L∞

≤ d2 N
−1, −1 < q < −1/2,

orte� d1 > 0  d2 > 0 hastatunner� kaxva� en miayn verlu�vo� funkciayi
a�ancyali {A1i} ��i�qneric ( kaxva� �en xzman keteri dasavoru�yunic):

�eorem 2. Dicuq, f(x) ∈ C 3[aj , aj+1], j = 0, ...,m, q = max(α, β) < 1/2  

F 1
N (x) =

N
∑

n=0

(f (α,β)
n −

m
∑

k=1

(φ0k
n (

k
∑

i=1

A0i) + φ1k
n (

k
∑

j=1

A1j)))P̃
(α,β)
n (x) +G(x),

G(x) =

m
∑

k=1

(Φ0k(x) (

k
∑

i=1

A0i) + Φ1k(x)(

k
∑

j=1

A1j)) :

E�e funkciayi  nra a�ancyali {A0i}  {A1i} ��i�qner� oro�va� en ��grit,
apa �i�t en het yal gnahatakanner�`

{

∥f(x)− F 1
N (x)∥L∞

≤ d3 N
2 q−1, −1/2 ≤ q < 1/2

∥f(x)− F 1
N (x)∥L∞

≤ d4 N
−2, −1 < q < −1/2,

orte� d3 > 0  d4 > 0 hastatunner� kaxva� en miayn {A0i}, {A1i}  {A2i}
me�u�yunneric ( kaxvac �en xzman keteri dasavoru�yunic):

Layna�aval �vayin ha�varkner� bacahaytel en ka�ucva� algori�mneri
hatku�yunner�:

A�xatanqum stacvel en het yal himnakan ardyunqner�:

1. M�akvel en Yakobii �r�onormal bazmandamnerov verlu�u�yunneri
zugamitu�yan aragacman me�odner, erb haytni en miayn verlu�vo�
funkciayi xzman keter�  verjavor �vov Furie-Yakobi gor�akicner�:

2. M�akva� zugamitu�yan aragacman me�odneri himan vra m�akvel �
�ragrayin �a�e� MATHEMATICA 7 hamakargum:

3. � akerpvel  apacucvel � 2 �eorem havasara�a� zugamitu�yan
masin:

4. Katarvel en �vayin �or�arkumner, oronq bnu�agrum en m�akva�
algori�mneri hatku�yunner�:
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Եթե վերլուծվող ֆունկցիայի (Aor) թռիչքները (4) բանաձևում ճշգրիտ են որոշված,
ապա տեղի ունեն հետևյալ գնահատականները՝

Jiffe) -- Fo(z)Ilss N24, -1/2 < զ < о

-- Fo(a)llo < N-1, -1 < զ < -1/2,

որտեղ d1 > 0 և > 0 հաստատունները կախված են միայն վերլուծվող ֆունկցիայի
ածանցյալի (An) թռիչքներից (և կախված չեն խզման կետերի դասավորությունից):

Թեորեմ 2. Դիցուք, f(x) [аյ, aj+1], i Օ, ... тռ,զ таж(, B) < 1/2 և

FN(x) = 2 (fra,в)
т k

(2. Аог) + фո
k=1 i=1

т
G(x)= 2 (фок(а)

k=1

k
(չ.
j=1
k

(չ
i=1

A1))))P(a,B)((2) + G(x),

k
Ф1к(x)(2 Aւյ)):

j=1
Եթե ֆունկցիայի և նրա ածանցյալի (Aor) և թռիչքները որոշված են ճշգրիտ,
ապա ճիշտ են հետևյալ գնահատականները՝

Jifff)) - FN (x)Illes dз N2q-1 -1/2 զ < 1/2
llffe) - d4 N-2 -1 < զ < -1/2,

որտեղ dз > և d44 > հաստատունները կախված են միայն (Aor), և
մեծություններից (և կախվաց չեն խզման կետերի դասավորությունից):

Լայնածավալ թվային հաշվարկները բացահայտել են կառուցված ալգորիթմների
հատկությունները:

Աշխատանքում ստացվել են հետևյալ հիմնական արդյունքները:

1. Մշակվել են Յակոբիի օրթոնորմալ բազմանդամներով վերլուծությունների
զուգամիտության արագացման մեթոդներ, երբ հայտնի են միայն վերլուծվող
ֆունկցիայի խզման կետերը և վերջավոր թվով Ֆուրիե-Յակոբի գործակիցները:

2. Մշակված զուգամիտության արագացման մեթոդների հիման վրա մշակվել է
ծրագրային փաթեթ MATHEMATICA 7 համակարգում:

3. Ձևակերպվել և ապացուցվել է 2 թեորեմ հավասարաչափ զուգամիտության
մասին:

4. Կատարվել են թվային փորձարկումներ, որոնք բնութագրում են մշակված
ալգորիթմների հատկությունները:
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ABSTRACT

Arman Gasparyan

ON CONVERGENCE ACCELERATION ALGORITHMS FOR
EXPANSIONS BY JACOBI POLYNOMIALS

In this work the problem of convergence acceleration for series by Jacobi's or-
thonormal polynomials is being discussed in the case when the function f(x), f :
[−1, 1] → C is piecewise continuous and only the limited number of Fourier−Jacobi
coe�cients and discontinuity points: {ai}, i = 1, . . . ,m, m ≥ 1 are known.

It is known that the restoral of the values of piecewise continuous function f(x)
is not e�cient when Fourier−Jacobi partial sum

S
(α,β)
N (f) =

N
∑

n=0

f (α,β)
n P̃ (α,β)

n (x), x ∈ [−1, 1],

is used, where {f
(α,β)
n }, n = 0, . . . , N quantities are the Fourier−Jacobi coe�cients

of the function f(x) which contains discontinuity points, P̃
(α,β)
n (x) − are the Ja-

cobi orthonormal polynomials, as in the surrounding of discontinuity points Gibb's
phenomenon appears. Here, unlike Fourier's classical expansions, in the �nish points
of the [-1,1] section Gibb's phenomenon is not observed. The elaborated methods
of the work aim to surmount the mentioned phenomenon. The subject is actual,
as convergence acceleration algorithms of expansions by Jacobi orthonormal poly-
nomials for piecewise continuous functions haven't been suggested so far. In this
work three types of algorithms of convergence acceleration for series by Jacobi's or-
thonormal polynomials have been developed. The algorithms di�er not only in their
complexities, but also in the order of convergence acceleration, which is obvious from
numerical results. Some theoretical results have been obtained for the convergence
acceleration algorithms. They are the following:

Theorem 1. Let, f(x) ∈ C2[aj , aj+1], j = 0, ...,m, q = max(α, β) < 0 and

F 0
N (x) =

N
∑

n=0

(f (α,β)
n − Ωn

0 ) P̃
α,β
n (x) +G(x), G(x) =

∞
∑

n=0

Ωn
0 P̃

(α,β)
n (x).

If the {A0i} jumps of the expanded function are properly determined in formula
(4), then the following results are true.

{

∥f(x)− F 0
N (x)∥L∞

≤ d1 N
2 q, −1/2 ≤ q < 0

∥f(x)− F 0
N (x)∥L∞

≤ d2 N
−1, −1 < q < −1/2,
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ABSTRACT

Arman Gasparyan

ON CONVERGENCE ACCELERATION ALGORITHMS FOR
EXPANSIONS BY JACOBI POLYNOMIALS

In this work the problem of convergence acceleration for series by Jacobi 's or-
thonormal polynomials is being discussed in the case when the function f(x), :
[-1, 1] -- is piecewise continuous and only the limited number of Fourier -Jacobi
coefficients and discontinuity points: (ar), 1,-- та, > 1 are known.

It is known that the restoral of the values of piecewise continuous function f(x)
is not efficient when Fourier--Jacobi partial sum

IN
S(a,B)(f) f(a,в) P(a,в)(с).(f) չ քո (x), a [-1, 1],

I fra,B)1. Nis used, where = Օ,- -- , quantities are the Fourier --Jacobi coefficients
of the function f(x) which contains discontinuity points, Рла,в) (x) -- are the Ja
cobi orthonormal polynomials, as in the surrounding of discontinuity points Gibbis
phenomenon appears. Here, unlike Fourier* s classical expansions, in the finish points
of the [-1,1] section Gibb s phenomenon is not observed. The elaborated methods
of the work aim to surmount the mentioned phenomenon. The subject is actual,
as convergence acceleration algorithms of expansions by Jacobi orthonormal poly
nomials for piecewise continuous functions haven 't been suggested so far. In this
work three types of algorithms of convergence acceleration for series by Jacobi s or
thonormal polynomials have been developed. The algorithms differ not only in their
complexities, but also in the order of convergence acceleration, which is obvious from
numerical results. Some theoretical results have been obtained for the convergence
acceleration algorithms. They are the following:

Theorem 1. Let, f(x) O2[aj, aj+1],] Օ, ...,та, զ таж(, о and

IN
2 (fra,в) -- Ра,в(Ф) P(a,в)(().20) Pa (x)+ G(x), G(x) - 2 Որ

т=0
If the (Aor) jumps of the expanded function are properly determined in formula

(4), then the following results are true.

Jiffa) -- Fo(a)llas < di N24, -1/2 < զ < о

llif(x) -- Fo(x)Ila < N-1, -1 < զ< -1/2,

17
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Where d1 > 0 and d4 > 0 constants depend only on the {A1i} jumps of the
derivative of the expanded function (and do not depend on the arrangement of the
discontinuity points).

Theorem 2. Let, f(x) ∈ C 3[aj , aj+1], j = 0, ...,m, q = max(α, β) < 1/2 and

F 1
N (x) =

N
∑

n=0

(f (α,β)
n −

m
∑

k=1

(φ0k
n (

k
∑

i=1

A0i) + φ1k
n (

k
∑

j=1

A1j)))P̃
(α,β)
n (x) +G(x),

G(x) =

m
∑

k=1

(Φ0k(x) (

k
∑

i=1

A0i) + Φ1k(x)(

k
∑

j=1

A1j)).

If the {A0i} and {A1i} jumps of the function and its derivative are properly
determined, then the following results are true.

{

∥f(x)− F 1
N (x)∥L∞

≤ d3 N
2 q−1, −1/2 ≤ q < 1/2

∥f(x)− F 1
N (x)∥L∞

≤ d4 N
−2, −1 < q < −1/2,

where d3 > 0 and d4 > 0 constants depend only on the {A0i}, {A1i} and {A2i} quan-
tities (and do not depend on the arrangement of the discontinuity points). A great
number of numerical calculations have discovered the properties of the constructed
algorithms. The following results have been obtained:

1. The methods of the convergence acceleration for series by Jacobi's orthonormal
polynomials have been developed, when only �nal number discontinuity points
of the expanded function and Fourier−Jacobi coe�cients are known.

2. On the basis of the elaborated methods of convergence acceleration the package
of programs has been developed using MATHEMATICA 7 application system.

3. Two theorems on uniform convergence have been compiled and proved.

4. Numerical experiments have been carried out which describe the properties of
the elaborated algorithms.
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Where d1 > and d4
derivative of the expanded
discontinuity points).

Theorem 2. Let, f(x)

> constants depend only on
function (and do not depend on

Сз[а;, aj+1], i Օ, ..., та,

the jumps of the
the arrangement of the

таж(Ф, 1/2 and

IN
Fl(x)

т k- >>(((2. + фռ
k=1 i=1

т
G(Ф) --

k=1

k

j=1
k

շ=1

Alj)))P(a,B)((2) + G(x),

k
Aot) + Ф1k(x)( A1)))

j=1

If the (Ao) and (An) jumps of the function and its derivative are properly
determined, then the following results are true.

Jiffa) -- < dз N24-1, -1/2 < զ < 1/2

-- < d4 N-2 -1 < զ < -1/2,

where dз >
tities (and
number of
algorithms.

and d4 > constants
do not depend on the
numerical calculations
The following results

depend only on the (Aor), and quan
arrangement of the discontinuity points). A great
have discovered the properties of the constructed
have been obtained:

1. The methods of the convergence acceleration for series by Jacobi sorthonormal
polynomials have been developed, when only final number discontinuity points
of the expanded function and Fourier--Jacobi coefficients are known.

2. On the basis of the elaborated methods of convergence acceleration the package
of programs has been developed using MATHEMATICA 7 application system.

3. Two theorems on uniform convergence have been compiled and proved.

4. Numerical experiments have been carried out which describe the properties of
the elaborated algorithms.

18
© National Library of Armenia


