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Ատենախոսությունը կատարված է Ռուս-Հայկական (Սլավոնական) Պետական
Համալսարանում: Общая работыԱտենախոսության թեման հաստատված է Երևանի Պետական Համալսարանում: характеристика

Գիտական ղեկավար ֆիզ.-մաթ. գիտ. դոկտոր, պրոֆեսոր
Մ. Գ. Գրիգորյան

Պաշտոնական ընդդիմախոսներ ֆիզ.-մաթ. գիտ. դոկտոր, ՀՀ ԳԱԱ թղթ. անդամ
Ա. Ա. Սահակյան
ֆիզ.-մաթ. գիտ. թեկնածու, դոցենտ
Ս. Ա. Եպիսկոպոսյան

Առաջատար կազմակերպություն Վարշավայի Համալսարան, Լեհաստան

Актуальность темы.
развивающейся области
нелинеинои аппроксимации.
этои области проводятся
направлении интересные
Н. Темляковым [1-3], С. В.
Камонт [6], M. Григоряном
[11-14]).

Работа посвящена важнои и
математического анализа -

Наиболее активные исследования
с конца 20-ого века. В

результаты получены P. ДеВором
Конягиным [2], П. Воитащчиком

[7-10] и другими авторами (см.

бурно
meopuu

этом
[1], В.
[5],
[4], [9],

Պաշտպանությունը կկայանա 2008թ. մայիսի 13-ին ժամը
Պետական Համալսարանին կից 050 մասնագիտական խորհրդի
հասցեով. 375049, Երևան, Ալ. Մանուկյան փ. 1:

Ատենախոսությանը կարելի է ծանոթանալ ԵՊՀ-ի գրադարանում:
Սեղմագիրն առաքված է 2008թ. ապրիլի 12 -ին.

15.00-ին,
նիստում,

Երևանի
հետևյալ

Цель работы.
1) исследование вопросов сходимости жадного алгоритма С[0,1]
no системе Фабера-Шаудера и no подсистемам системы Фабера-
Шаудера.

Մասնագիտական խորհրդի գիտ. քարտուղար,
ֆիզ.-մաթ. գիտ. թեկնածու, դոցենտ, S. Ն. Հարությունյան

Диссертация выполнена в Российско-Армянском (Славянском) Государственном
Универcumeme.
Тема диссертации утверждена в Ереванском Государственном Универcumeme.

Научныи руководитель -доктор физ-мат. наук, профессор
M. Г. Григорян

Официальные оппоненты доктор физ-мат. наук, член-корр. НАН РА
A. A. Саакян
кандидат физ-мат. наук, доцентC. A. Епископосян

Ведущая организация - Варшавский Университет, Польша

Защита диссертации cocmoumcя 13-го мая 2008 года в 15.00 часов на
заседании специализированного совета 050 при Ереванском Государственном
Универcumeme no адресу: 375049, г. Ереван, ул Ал. Манукяна 1.

диссертациеи можно ознакомиться в библиотеке ЕГУ.
Автореферат разослан 12 апреля 2008r.

Ученыи секретарь специализированного совета,
кандидат физ-мат. наук, доцент /T. Н. Арутюнян

в
ԳՎԵՌԵԾՈ

2008

2) исследование поведения жадного алгоритма С[0,1] no системе
Фабера-Шаудера после исправления функции на фиксированном
множестве малои меры.

3) изучение демократичности системы Фабера-Шаудера и
подсистем системы Фабера-Шаудера в С[О,1].

Методы исследования. Применяются методы meopuu функции
и функционального анализа.

Научная новизна. Все результаты диссертации являются
новыми.

Практическая и теоретическая ценность. Тема предла-
гаемои работы представляет теоретическии интерес.
Результаты и методы работы могут наити применение при
изучении аналогичных вопросов для других базисов.

Апробация полученных результатов. Основные результаты
диссертации докладывались на семинаре кафедры матема-
тического анализа математического факультета ЕГУ
(руководители Г.Г. Геворкян и A.A. Саакян), на семинаре кафедры
высшеи математики физического факультета ЕГУ

3

© National Library of Armenia



(руководитель М.Г. Григорян), на международных конференцях
"Harmonic analysis and approximations, (Цахкадзор, Армения
2005), "Ряды Фурье и Их Приложения" (стендовыи доклад) (Ростов-
на-Дону, Россия 2006).

Основные результаты диссертации опубликованы 8
статьях, список которых приводится конце автореферата.

Структура и обьем диссертации. Диссертационная работа
изложена на 66 страницах, cocmoum из введения, 3 параграфов и
списка цитированной литературы, включающего 46 наимено-
вании.

Содержание работы

Сначала напомним определение системы Фабера-Шаудера. Это
система функции Ф=(ф,(x))"=0 е[0,1], которои Фо(х) =1, Ф (x)= x
и при n=2k +i, k = 0,1,... ; i=1,2,...,2*

(i-l i I
Օ, если

- 2i-l
ф (x)= (x)<

1, если x= 2k+l,
линейна и непрерывна на
(i-l 2i-1] [2i-l il

и на2к 2k+le
_

k называется рангом функции фк(х). Носитель функции фո(x)

(n>2) системы Фабера-Шаудера обозначим через An n=2 +i.
Система Фабера-Шаудера - базис пространстве С[0,1] (см. [15]).

Далее пусть Y=lynin=oк нормированный базис банаховом

пространстве X. Тогда для каждого элемента fex
существует единственныи ряд no системе сходящеися к
no норме пространства X:

f=ZA,(f),
n=0

Определение 1. Базис Y=(y.)n-o называется безусловным
базисом В если ДЛЯ любого элемента fex и ДЛЯ любой

перестановки неотрицательных целых чисел p=(p(n))"=-l ряд

n=]
сходится к f oo норме пространства X.

Определение 2. Система Y=(y.In-o называется демокра-
тичной системой X, если ДЛЯ любых двух конечных множеств
индексов и օ, с одинаковыми числами элементов, выполняется

<C
keP Ix ke@ Ix

где постоянная C=C(X,Y) не зависит от Puom օ.
Перестановку неотрицательных целых чисел (необязательно

всех) назовем убывающеи, если

n=1,2,...
Множество таких перестановок обозначим через D(f,Y). В

случае строгих неравенств D(f,Y) содержит только одну
убывающую перестановку. Определим -тыи жадныи anпрок-
симант элемента no базису Y, отвечающии перестановке
о е D(f,Y) следующим образом

o(n) -
n=I

Этот нелинеиныи метод аппроксимации известен как жадныи
алгоритм (см. например [2]).

Определение 3. Говорят, что жадныи алгоритм элемента
fex no системе сходится, если существует oeD(f,Y), для
которои

=0. (1)
m--

Если система является безусловным базисом, mo ясно, что
последовательность (Gm())"------------------ сходится к ք, m.e. ДЛЯ нее имеет
место (1) независимо от выбора oellf,Y).

Положим

4 5
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sm(f,Y):= inf
i=l

sm(f,Y) называется т - членным наилучшим приближением
элемента no системе Y. Наилучшее, что можно ожидать от
Gm(f,Y,o), это

=sm(f,Y).

Определение 4. Базис Y=(ynin=o называется гриди базисом
если ДЛЯ любого элемента fex, существует перестановка

e D(f,Y), ДЛЯ которои
flx <K-sm(Y), (2)

где постоянная K= K(X,Y) не зависит от и от т .
В работе [2] доказано, что если базис является гриди

базисом X, mo (2) имеет место для любои перестановки
о e D(f,Y).

Определение 5. Базис Y=(yn)n-o называется квази-гриди
базисом В X, если ДЛЯ любого элемента fex и перестановки
о е D(f,Y) выполняется (1).

Очевидно, что гриди базис является также квази-гриди
базисом. В работе [2] доказана следующая теорема:

Теорема (C. Конягин, В. Темляков). Базис является гриди
базисом тогда и только тогда, когда она является безусловным и
демократичным базисом.

В работе [5] доказана
Теорема (П. Воитащик). Для того, чтобы базис был квази-

гриди базисом в необходимо и достаточно, чтобы ДЛЯ
каждого элемента fex, ДЛЯ любой перестановки е D(f,Y) и
натурального числа выполнялось неравенство

Gm(f,Y,o)I
где постоянная В. = В.(X,Y) не зависит от и от

В работе [4] доказано, что пространстве С[0,1] не
существует квази-гриди базиса. Следовательно, в случае
системы Фабера-Шаудера (система Фабера-Шаудера базис
пространстве С[0,1], (см. [15]) для любого положительного числа
В существуют функция fo е [[0,1], перестановка е D(f,@) и

натуральное число то, для которых

В- folc,
где - норма пространства С[0,1]. Отметим, что доказа-
тельство этого резульmama не имеет конструктивного
характера. В первом параграфе приводится конструктивное
доказательство этого результата со следующими усилениями:

Теорема 1.1 Для точки хо е[0,1], существует функция
fo е [[0,1], такая что

= lim Aacn)(f))ocn)(x.) - 400,
m--o m-on=

какого бы не было oeeff,Q), тогда и только тогда, когда

хо = 0,1,...,2* I

Теорема 1.2 . Существует множество е[0,1] мощности
континуума и функция f((x)e C[0,1] такие, что

lim.G.(f, Ф.о,х)=+00, для любого Е, ,
m--

кокого бы не было oellf,Ф).
Далее, имеет,место
Теорема 1.3 Существуют функция f.(x)eC[0,1], ДЛЯ которои

множество D(f,+) содержит одну убывающую перестановку, и
подпоследовательности (M.)k=I и натуральных чисел
такие, что

1) limGM (f, Ф.х)=+00... n.в. на отрезке [0,1],

2) lim G.

Из этои теоремы вытекает следующее
Следствие. Существует функция f(x)eC[0,1], жадный алго

ритм которои расходится по мере на [0,1].
Отметим также, что этои теоремои даеться положи-

тельныи ответ одного вопроса С. Конягина, поставленного после
доклада автора на международнои конференции "Harmonic
Analysis and Approximations 20-27 September 2005, Tsahkadzor,
Armenia ". существует ли непрерывная на [0,1] функция, жадный

алгоритм которои no системе Фабера-Шаудера расходится на
множестве положительнои меры?

6 7
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Далее, нетрудно видеть, что если коэффициенты разложения
функции f(x)e С[0,1] no системе Фабера-Шаудера удовлетворяют
условию ( 1A,(f)/= при (E > 0),

(logi+e

mo ряд n=0A,(f)Փ.(x) абсолютно (a значит, и безусловно)

сходится no норме пространства C[0,1].
Верна следующая теорема:
Теорема 1.4 Существует функция f(x)e COO,1] коэффи-

циенты разложения которой no системе Фабера-Шаудера
удовлетворяют условию

( 1A,(f)/= при
(log, ո)

и жадныи алгоритм которои расходится no норме пространства
С[0,1].

Во втором параграфе изучается сходимость жадного
алгоритма подпространствах С[0,1] порожденные подсис-
темамы системы Фабера-Шаудера и демократичность подсис-
тем системы Фабера-Шаудера.

Пусть возрастающая последовательность неот-
рицательных целых чисел, a A(n) число элементов меньше n.
Положим

A(n+ m)-A(n)
p(S) - lim sup lim supու т

p(S) называется плотностью множества s.
Пусть (x))* такая подсистема системы Фабера-

)k=l

Шаудера, что носители функции Qու(x), k = 1,22...., попарно не

пересекаются (например Фs.= ). Очевидно, что Фs
является безусловным, следовательно и квази-гриди базисом
замыкании своеи линеинои оболочки и p(S)=0.

Справедлива следующая
Теорема 2.1 . Существует подсистема системы Фабера-

Шаудера с плотностью нуль, которая не является квази-гриди
базисом В замыкании своеи линейнои оболочки.

Далее, для каждого xe[0,1] через Е обозначим множество,
элементы которого являются числа, выражающие количества
поочередных повторении и 18 двоичном разложении числа
(будем считать, что повторениям в одиноковое число раз Е,
coomветствует один элемент, и будем считать одним
числом). Например для

X(2) =0000001110011110(1)
будет Е, =(4,3,2,1,00..

Определим классы подсистем Փա, Ф(2) и системы Фабера-

Шаудера следующим образом: через Фа обозначим множество mex

подсистем Фя= (գու (x))e=l = для которых
1

mesAk - Ak+] CAk, keN,
через Ф(2) обозначим множество mex подсистем

Փո, = (x)),= -- (x))", для которых Ak.. i=1,2,..., и наконец

через обозначим множество mex подсистем

=/Փու (x)),= - (x)), , для которых хо где

есть совокупность рациональных чисел отрезка [0,1], a
замыкание An, - Ясно, что СФ(2) и что системы класса
являются подсистемами cucmeм класса или совпадают с
ними.

Теорема 2.1 следует из более общеи теоремы:
Теорема 2.2. Для того, чтобы подсистема

е Фо являлась квази-гриди базисом В замыкании

своеи линеинои оболочки, необходимо и доспаточно, чтобы

хо 2r,k=0,1...;1001...20

Верны также следующие теоремы:
Теорема 2.3. Для того, чтобы подсистема еФ

(1)

являлась демократичной системой В С[0,1], необходимо и

8 9
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достаточно, чтобы число элементов множества Ех
было конечно.

Теорема 2.4. Для того, чтобы подсистема (x)), еФ(2)

являлась демократичной системои С[0,1], достаточно, чтобы
--число элементов множества Ех (xо было конечно.

Итак, жадный алгоритм С[0,1] no cистеме Фабера-Шаудера
сходится не для всех функции из С[0,1]. третем параграфе
рассматривается поведение жадного алгоритма С[0,1] no
системе Фабера-Шаудера, после исправления функции на
множестве малои меры.

Идея об исправлении функции с целью улучшения ее своиств
принадлежит Н.Н. Лузину. Им 1912 был получен следующии
знаменитыи резульmam (см. [16]).

Теорема ( своиство Лузина). Для любой измеримои, почти
всюду конечнои на [0,1] функции f(x) и ДЛЯ любого
существует измеримое множество Е с мерои E >1-E и
непрерывная на [0,1] функция g(x), совпадающая с f(x) на Е.

1939г. Д.Е. Меньшов [17] доказал следующую фунда-
ментальную теорему

Теорема ( Усиленное своиство Меньшова). Пусть f(x)
измеримая функция, конечная почти всюду на [0,27]. Каково бы не
было E>0, можно определить непрерывную функцию g(x),
совпадающую f(x) на некотором множестве Е, Е > 2л-2, и
такую, что ее ряд Фурье no тригонометрической системе
сходится равномерно на [0,2л].

Далее этом направлении интересные результаты получены
Д.Е. Меньшовым [18], А.А. Талаляном [19], Ф.Г. Арутюняном [20],
К.И. Осколковым [21], Б.С. Кашином [22], Ш.В. Хеладзе [23], М.Г.
Григоряном [24-27], к.С. Казаряном [26] и другими авторами.

третьем параграфе дается положительныи ответ на
естественыи вопрос: можно ли изменить значении любои
функции f(x) C C[0,1] на множестве малои меры так, чтобы
жадный алгоритм вновь полученнои вункции g(x) C C[0,1] сходился в
С[0,1]. Верна следующая теорема

Теорема 3.1 . Для любого E>0 и для каждой функции
f(x)eC[0,1], можно наити функцию g(x)eC[0,1],
mes ix е[0,1),g(x)# f(x))<E и такую, что ее жадный алгоритм
равномерно сходится ней

Эта теорема следует из более общеи теоремы:
Теорема 3.2 . Для любого <1 существует измеримое

множество Е ([0,1] с мерой E >1-е такое, что ДЛЯ каждои

функции f(x)e COO,1] можно наити функцию g(x)eC[0,1],
совпадающую с f(x) на Е, и такую, что все коэффициенты
разложения этои функции no системе Фабера-Шаудера отличны
от нуля, множество D(g,Ф) содержит один элемент, жадныи

алгоритм этой функции no системе Фабера-Шаудера равномерно
сходится к неи, и имеет место следующее неравенст

<5- g(x) <10-|f/x)Ic , N'm е N.

В заключение выражаю благодарность профессору M. Г.
Григоряну, под руководством которого выполнена работа.
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Заключение Aumepamypa
В диссертационной работе получены следующие основные

результаты:

a) Построены подмножество отрезка [0,1] мощности
континуума и непрерывная на [0,1] функция, жадный алгоритм
которой no cucmeмe Фабера-Шаудера расходится к +00 во всех
точках этого множества.

б) Построена непрерывная на [0,1] функция, последова-
тельность жадных аппроксимантов которои по cucmeмe Фабера-
Шаудера имеет как подпоследовательность расходящейся к +oo
почти всюду на [0,1], так и подпоследовательность равномерно
сходящеися к неи.

в) Построена непрерывная на [0,1] функция, коэффициенты
разложения которои no системе Фабера-Шаудера удовлетво-
ряют условию

1A,(f)/= при
( oog, ) )

и жадный алгоритм которои расходится no норме пространства
C[0,1].

г) Описаны подсистемы системы Фабера-Шаудера, которые
являются квази-гриди базисами в С[0,1], на замыканях своих
линеиных оболочек.

д) Описаны подсистемы системы Фабера-Шаудера, которые
являются демократичными системами в С[0,1].

e) Для любого в е((,1) построена измеримое множество Е ([0,1]
с мерои E >1-2 такое, что значении любои непрерывной на [0,1]
функции можно изменить вне Е так, чтобы жадныи алгоритм
вновь полученнои непрерывной функции no системе Фабера-
Шаудера равномерно сходился к неи.
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Ամփոփում

Ատենախոսությունում ստացվել են հետևյալ հիմնական
արդյունքները:

ա) Կառուցվել են [0,1] հատվածի կոնտինուում հզորություն
ունեցող ենթաբազմություն և [0,1]-ում որոշված անընդհատ
ֆունկցիա, որի ագահ ալգորիթմն ըստ Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգի
տարամիտում է +00 -ի այդ բազմության բոլոր կետերում:

բ) Կառուցվել է [0,1]-ում որոշված անընդհատ ֆունկցիա, որի ըստ
Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգի ագահ մոտարկիչների հաջորդակա-
նությունն ունի ինչպես [0,1]-ում համարյա ամենուրեք +00 -ի
տարամիտող, այնպես էլ հավասարաչափ իրեն զուգամիտող
ենթահաջորդականություններ:

գ) Կառուցվել է [0,1]-ում որոշված անընդհատ ֆունկցիա, որի ըստ
Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգի վերլուծության գործակիցները
բավարարում են

(A,(f)/= երբ
( oog, n

պայմանին, ու որի ագահ ալգորիթմն ըստ Ֆաբեր-Շաուդերի
համակարգի տարամիտում է С[0,1] տարածության նորմով:

դ) Նկարագրված են Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգի ենթահա-
մակարգեր, որոնք քվազի-գրիդի բազիս են C[0,1] ում իրենց գծային
թաղանթի փակման վրա:

ե) Նկարագրված են Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգի ենթահա-
մակարգեր, որոնք դեմոկրատիկ են C[0,1] -ում:

Summary
The following main tasks have been examined in the PhD thesis:

a) Subset of the section [0,1] with continuum cardinality and continuous in
[0,1] function are constructed, such that the greedy algorithm of that function
with respect to Faber-Schauder system diverges to +oo in all points of that set.

b) Continuous in [0,1] function is constructed, which's sequence of greedy
approximants with respect to Faber-Schauder system has a subsequence
divergent to +oo a.e. in [0,1] and a subsequence uniformly convergent to it.

с) Continuous in [0,1] function is constructed with coefficients of expansion
by Faber-Schauder system satisfying the condition

when
(log, ո)

and with greedy algorithm divergent by C[0,1] norm.

d) Faber-Schauder subsystems Фк =(on (x)):= are described which are
quasi-greedy in span(Фк) (where the closure is taken in C[0,1] norm).

е) Faber-Schauder subsystems are described which are democratic in С[0,1].

f) For each it is constructed a measurable set Е ([0,1] with
measure E >1-2, such that it is possible to alter the values of an arbitrarily
given continuous in [0,1] function outside Е, so that the greedy algorithm with
respect to Faber-Schauder system, when applied to the continuous function
thus altered, yields a sequence of approximants that does uniformly converge in
[0,1].

զ) Ցանկացած
ունեցող Е ([0,1]
կամայական
փոխելուց հետո
ալգորիթմն ըստ
զուգամիտի իրեն:

е ((0,1) թվի համար կառուցվել
բազմություն այնպիսին, որ

անընդհատ ֆունկցիայի արժեքները
ստացված անընդհատ նոր
Ֆաբեր-Շաուդերի համակարգի

է 1-2 -ից մեծ չափ
[0,1]-ում որոշված

Е-ից դուրս
ֆունկցիայի ագահ

հավասարաչափ
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