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�
�����=����3����3�2���;�����0���E����?����F��������;�2���������2�
�
��������1���0��G� ������������7�8C2�3*�5��*���������"��"��"��"��*%*�����6���*%*�����6���*%*�����6���*%*�����6�����������������������������������������������������������
�
��/��������H����2�=�����G���7�8C2�3*�5��*�������������*�*�����6���*�*�����6���*�*�����6���*�*�����6����
������������������������������������������������������������7�8C2�3*�5��*�3����9��������*�*�����������*�*�����������*�*�����������*�*����������������
������������������������������������
�I�J��������82����F��3����G������������F�������:������5�����������
�������������������������������������������������������������������������;�2���������������������
�
��/�F����3����H������������E��A++B3*��;��������,KC���L��M*�,N++�C����
���C��2��5��9�1��#�C���+NN�O��3�2�����������6�I�������?�2�3�2���������
���2�6����3����P��2����5�������=��;�����������2��;��?����;��<��0G���
++AQL��*��?��L���*����������,R�
�
�����=����3���H��������E��9���3���������C���5���������2R�
��
��12�5��H��I��0�9�E��A++B3*�2������,KC��R�
�
�����5�������=��;������
5�������������1��L��
7�8C2�3*�5��*�3����9��������������������������������������������������������������������������*S*�T��2������
�
�

��+ �������� !���%�1��2��" �1����1 "�$#+�3#�%� ���1�""#+�%"�1���������
�
� %&"/'��%$#1#����-.�R� ������#$�#��)�**C+ �*�" %$���****�*�*�*�*��������
�
�)�!� -."/��#((#"�"�/�R�����#$�#��)�**C+ �*�" %$���****�*�*�*�*�����������
��������������������������������������������������������������������������$ "��� ��)�**C+ �*�" %$���****�*�*�*�*�������	�������
�
���%4 0�#�3 "�* !�0�R� ������
#�%� ���1�""/'��"2�"��"/'�%"�1�������������
����������������������������������������������������������+�"���
�
5 4�� ��#��#���0��,K��6"0��A++B3*��1���,N++����" �* ��� "����(�!� -�*��#1 ""#3#��#1�� ��
����+NN��O� ��+ ��&��$ 0�$�7��"���$ ���+ ��+ ��&��$ 0�-#3�$ PL���'��1%64�3#�1��
�
��(#� ����%R�++AQL����1 "L��%-*��*� "%$0" �,*�
�
��������� !��'�+#2"#�#*" $#+��.�0�1�7�7-�#��$���
�*�
�
�1�#��)�� ��� *#�- "��,K�+ 0��A++B3*�
�
�&�"/'���$��� �.��
�(�!� -�*��#1 ""#3#��#1�� L��
$ "�*�)�**C+ �*�" %$����������������������������������������������������������������������*8*�
%+ "0"��
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����������������� �� �����������!�

������"��
�"���� �	#$****� �� " ��#04��� 1��+0� +��#�� $#"�&"/,� 9-�+�"�#1� 01-0���0�
#�"�+� �*� " �7#-��� 9))�$��1"/,� +��#�#1� &��-�""#3#� ��:�"�0� %� 1"�"�'� + ��C
+ ��&��$#'� )�*�$�*� ��#!���� ��:�"�0� $� �1#'� * � &�� �-0� ��))���"!� -."#3#� %� 1C
"�"�0� �� & ��"/+�� (�#�*1#�"/+�� �� (#+#4.6� +��#� � $#"�&"/,� 9-�+�"�#1� �#��#��� 1�
#�"#1"#+��*��-��%64�,��1%,�9� (#1R�

− $#"�&"#9-�+�"�" 0� ((�#$��+ !�0�$� �1#'�* � &�U�

− ��:�"��������+/����#&"/,�%� 1"�"�'*�

����$#"�&"#9-�+�"�"#'� ((�#$��+ !���-�"�'"#3#���))���"!� -."#3#�%� 1"�"�0�
(#-%& ���0������+ �-�"�'"/,� -3�7� �&��$�,�%� 1"�"�'�V�����+ ����#&"/,�%� 1"�"�'WL�
"��*1���"/+��$#�#�#'�01-06��0�*" &�"�0�(��7-�2�""#3#���:�"�0��1�%*- ,�����$�*�����
9�#+� -3�7� �&��$ 0������+ �#7- � ����-��%64�+��, � $���"/+��#�#7�""#��0+�R�

− �����+ ��+����1/�#$�'�(#�0�#$L�(�#(#�!�#" -."/'�&��-%�%*-#1����$�U�

− + ���! ������+/�01-0���0�� *��2�""#'U�

− �����+ L�$ $�(� 1�-#L�(-#,#�#7%�-#1-�" *�

�#9�#+%� (��+�"�"��� �� "� ��"/,� #74�,� &��-�""/,� +��#�#1� -�"�'"#'�  -3�7�/� �-0�
��:�"�0������+����#&"/,�%� 1"�"�'�"��1��3� �01-0���0�!�-��##7� *"/+*����10*����9��+�
1#*"�$- � "�#7,#��+#��.� 1� � *� 7#�$�� �(�!� -."/,� &��-�""/,� +��#�#1L� $#�#�/��
%&��/1 6�� , � $���"/�� #�#7�""#���� ��: �+#'� * � &�� �� (#*1#-06�� " '��� ��:�"���
�����+/L� * �� &�1 0�+�".:�'�#7;�+� 1/&��-���-."#'�� 7#�/�(#� �� 1"�"�6� ��#74�+��
+��#� +��-�"�'"#'� -3�7�/*�

��(#�-��"���3#�/�1 2"#��*" &�"���(��#7��-�� -3#���+/���:�"�0����#&"/,�* � &�
7#-.:#'� � *+��"#���L� 1� $#�#�/,� ��(#-.*%6��0� (#�-��#1 ��-."#���� �3%4 64�,�0�
���#$*���$�% -."#��.�� $�,� -3#���+#1���*$#�1#*�#�- �1��10*����(#01-�"��+�1/�#$#(�#C
�*1#����-."/,� $#+(.6���#1*� ���� 9))�$��1"/�� +��#�/� (#-%&�-�� " *1 "��� �����C
������	
*�������"�,� 1 2"#��+���#� * "�+ 6������
���������������������	�������	�
�����
������������L�(���(#���#�"���$#�#�/,���(#-.*%���0�1�#�"#1"#+�����
����������
�")#�+ !�0L��#���2 4 0�0�1�+ ���!�������+/����#&"/,�%� 1"�"�'*���9�#+� �(�$���9���
+��#�/�01-06��0��#�� �#&"#�%"�1��� -."/+����(��+�"�+/�$�:��#$#+%�$- ��%�$� �1/,�
* � &L�&�#���- ���� *� 7#�$%�� $�,�+��#�#1����,���#����&��$#��#7#�"#1 "��� $�% -."#'�
* � &�'*�

%	�"���� ����� &��������� ��

	���'�����(���� ��)��$****� �$#�#��.� �,#��+#���� ���� !�#""/,�
+��#�#1� ��:�"�0� �����+� ���#&"/,� %� 1"�"�'� * 1����� #�� &��- � #7%�-#1-�""#����
+ ���!/������+/L�$#�#�#�L�$ $�(� 1�-#L�� �������%+�".:�"��+�: 3 ����$�*��#9�#+%�1�
���� !�#""/,�+��#� ,���:�"�0������+����#&"/,�%� 1"�"�'���(#-.*%6��0�� $�" */1 C
�+/�������
��������������������	��-�L�$ $��,��4��" */1 6�L������
�������������*�
��-.6� ������� !�#""#'� � 7#�/� 01-0���0� (#���#�"��� #(��+ -."/,� V1� #(����-�""#+�
�+/�-�W� -3�7� �&��$�,�+"#3#���#&"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'���1"%���""�+��&�7/:�1C
�$�+�� ���� !�0+�� �-0�+ ���!�2���$#���L� $#�#�/�� 1#*"�$ 6�� (��� $#"�&"#9-�+�"�"#'�
 ((�#$��+ !����1%+��"/,�-�"�'"/,�9--�(��&��$�,�%� 1"�"�'���$� �1/+��%�-#1�0+��
�+�: ""#3#���( *�����9�#+��� 1�-��.��-��%64���#�"#1"/��* � &�R�
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− � *� 7#�$ � +��#��$�� (#���#�"�0�  -3�7� �&��$�,� +"#3#���#&"/,� (���#7%�- 1C
-�1 ��-�'�" ���� �,�&��$�,� ���%3#-."/,� ���$ ,L� �� %&��#+� � *-�&"/,� $� �1/,�
%�-#1�'U�

− (#-%&�"��� #!�"#$� &��- � #7%�-#1-�""#���� (���#7%�-#1-�""/,� + ���!� 2���C
$#���L�"��* 1��04�,�#��&��- �%�#1"�'��*+�-.&�"�0����$�U�

− (#-%&�"���#(��+ -."/,�(#�(#�0�$%�#!�"#$� ��)+���&��$#'�!�"/�+"#3#���#&C
"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'U�

− &��-�"" 0��� -�* !�0�(#���#�""/,�+"#3#���#&"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'*�
�)*	������ �

�	�������****� �-3�7� �&��$��� +"#3#���#&"/�� (���#7%�- 1-�1 ��-�� �-0�

��++����&"/,� (#-#2���-."#� #(����-�""/,� + ���!L� 1#*"�$ 64�,� (��� $#"�&"#9-�+�"�"#'�
 ((�#$��+ !����9--�(��&��$�,�%� 1"�"�'����$� �1/+��%�-#1�0+���+�: ""#3#���( *�

�	���$�����

�	�������****���(#-.*#1 -��.�+��#�/�+ ��+ ��&��$#3#� " -�* L���#����
��))���"!� -."/,� %� 1"�"�'� �� & ��"/+�� (�#�*1#�"/+�L� ��#���� +��#� � $#"�&"/,�
9-�+�"�#1L�-�"�'"#'� -3�7�/�����#����+ ���!*�

+��������������&��****���(#-.*%0�#74���(��"!�(/�(#���#�"�0� -3�7� �&��$�,�+"#3#C
���#&"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'���1"%���""�+������ !�0+���-0�9--�(��&��$�,�%� 1"�C
"�'���$� �1/+��%�-#1�0+����( �
���,-�C��'+ " L�� *1��/��1�� 7#� ,��*�$��-.�#" ���
�*� ���-�1�$#3#,L� <*�*�%*"�!#1 AL� <*�*�$#(0" � �� <*�*�%*"�!#1 KL� 1� ������� !���
� *� 7#� " � "#1 0� ��,"�$ � (#���#�"�0�  -3�7� �&��$�,� +"#3#���#&"/,� (���#7%�- 1C
-�1 ��-�'��-0�+ ���!�2���$#���L�1#*"�$ 64�,�(���$#"�&"#9-�+�"�"#'� ((�#$��+ !���
" ����%3#-."/,����$ ,�1�+"#3#%3#-."/,�#7- ��0,�9--�(��&��$�,�%� 1"�"�'���$� �1/+��
%�-#1�0+���+�: ""#3#���( L�$#3� �" �#�"#'�& ����3� "�!/���#���%�-#1���
���,-�L� �" �
��%3#'�@�����.��$� �1#��%�-#1��*��

,������	
������� &����#�
�"****� �#-%&�""/�� 1� ������� !�#""#'� � 7#��� ��*%-.� �/�
"#�0����#����&��$�'�, � $�������+�6��01"#�1/� 2�""%6�(� $��&��$%6�" (� 1-�""#��.*�
�"��+#3%��7/�.���(#-.*#1 "/�(����#*� "���9))�$��1"/,� -3#���+#1���:�"�0������+�
$#"�&"#9-�+�"�"/,�%� 1"�"�'�7#-.:#'�� *+��"#���*�

�
����$	��������-	���L�L�L�L��$��
�#$	����������&�.���RRRR����

− � *� 7#�$ � �� ��#����&��$#�� #7#�"#1 "��� ��,"�$�� (#���#�"�0�  -3�7� �&��$�,�
+"#3#���#&"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'��-0�+ ���!�2���$#���L�1#*"�$ 64�,�(���
$#"�&"#9-�+�"�"/,�  ((�#$��+ !�0,�" � ���%3#-."/,� ���$ ,��1%+��"/,� 9--�(C
��&��$�,�%� 1"�"�'���$� �1/+��%�-#1�0+���+�: ""#3#���( R�%�-#1���
���,-��C�
����.��$� �1#��%�-#1��U�

− (#-%&�"��� #!�"#$� &���-� #7%�-#1-�""#���� (���#7%�-#1-�""/,� + ���!� 2���C
$#���L�"��* 1��04�,�#��&��- �%�#1"�'��*+�-.&�"�0����$�U�

                                                 
1
 O. Axelsson and P. S. Vassilevski. Algebraic multilevel preconditioning methods. I. - Numer. Math., 

56, 1989, 157-177. 
2
 Yu. A. Kuznetsov. Algebraic multigrid domain decomposition methods. - Sov. J. Numer. Anal. Math. 

Modelling, v. 4, = 5, 1989, 351-379. 
3
 Yu. R. Hakopian and Yu. A. Kuznetsov. Algebraic multigrid/substructuring preconditioners on 

triangular grids. - Sov. J. Numer. Anal. Math. Modelling , v. 6, = 6, 1991, 453-483. 
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− (#-%&�"���#(��+ -."/,�(#�(#�0�$%�#!�"#$� ��)+���&��$#'�!�"/�(#���#�""/,�
+"#3#���#&"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'*��

�

����)�'�����������	��$/�����	&��"�����****���*%-.� �/�������� !����#$- �/1 -��.�" �
3#��&"#'�" %&"#'�$#")���"!������� V���1 "L� A++XWL�" ���+�" ���$ )���/�&��-�""#3#�
 " -�* � �� + ��+ ��&��$#3#� +#��-��#1 "�0� �
�L� " � #74�+� ��+�" ��� ) $%-.��� �
�")#�+ ��$����(��$- �"#'�+ ��+ ��$���
�*�

,�)����'��****���"#1"/����*%-.� �/�������� !�#""#'�� 7#�/�#(%7-�$#1 "/�1����,�
" %&"/,��� �.0,*�

�������������������)*	#������)��$****�
������ !�0� � �#��#��� ��*� � 11���"�0L�&��/��,� � 3- 1L�
* $-6&�"�0� �� �(��$ � !����%�+#'� -���� �%�/� VQ+� " �+�"#1 "�'W*��7;�+� � 7#�/� @� -+�
���*�

��0��1�+ ����������!����

�#���	�	����#7�%2� ���0� $�% -."#��.���+/����-��#1 "�0L�)#�+%-��%6��0�!�-����
* � &��������� !�#""#'�� 7#�/*�

�� 
���	� ,� ,� ,� ,� #(��/1 6��0�  -3�7� �&��$��� +"#3#���#&"/�� +��#�/� (���#7%�- 1C
-�1 "�0L� �,� �#-.� (��� ��:�"��� �����+� ���#&"/,� %� 1"�"�'L� � ���0� $� �$�'� #7*#��
" %&"#'�-���� �%�/�(#����-��%�+#'���+ ��$�*��


-0���:�"�0������+/�-�"�'"/,� -3�7� �&��$�,�%� 1"�"�'�1/�#$#3#�(#�0�$ �

������������������������������������������������������������� bAx = ������������������������������������������������������������������V,W�

�� ��++����&"#'� (#-#2���-."#� #(����-�""#'� + ���!�'� nnRA ×∈ L� $ $� (� 1�-#L� (��+�C
"06��0����� !�#""/��+��#�/*�� (��+��L��1%,�-#'"/'�&�7/:�1�$�'�+��#���-��+��#��
�#(�02�""/,� 3� ���"�#1*� �*1���"#L� &�#� �$#�#��.� �,#��+#���� ���� !�#""#3#� +��#� �
* 1����� #�� ������ �
�������������� + ���!/� �����+/*� ��+� 7#-.:�� &��-#� #7%�-#1C
-�""#���L���+�7#-.:������ !�'����7%���0��#1��:��.��-0��#���2�"�0�* � ""#'��#&"#����
�L� $ $� �-����1��L� 7#-.:��� &��-#�  ��)+���&��$�,� #(�� !�'*� � $� $ $� 1� ������� !���
:��#$#���(#-.*%���0�9�#�(#"0���L�" (#+"�+��3#�#(����-�"��R�������
	
�����������	
�
������������� ����������	
� ������� A � �� B � ������� �
�������������� 1( )cond B A− �
������	� AB 1− ����	��������������������
����������
����������������������	� AB 1− �
�������������������
���������������*�


-0�%-%&:�"�0�#7%�-#1-�""#����+ ���!/� A ������+/�V,W�11#����0�1�� ��+#���"���
��++����&" 0� (#-#2���-."#� #(����-�"" 0� + ���! � B L� " */1 �+ 0� �����
���������C
�����L���1+���#������+/�V,W�� ��+ ���1 ���0�� 1"#��-." 0������+ �

�������������������������������������������������������� 1 1
B Ax B b

− −= *�����������������������������������������������������������VAW��

���(���#7%�- 1-�1 ��-6�B �(���;01-06��0L�$ $�(� 1�-#L��1 �#�"#1"/,����7#1 "�0R�

− + ���! � B � �#-2" � ,#�#:#�  ((�#$��+��#1 �.� + ���!%� A � 1� �#+� �+/�-�L� &�#�
&��-#� #7%�-#1-�""#���� 1( )cond B A− � �#-2"#� 7/�.� �%4���1�""#� +�".:�� &��- �
#7%�-#1-�""#���� ( )cond A �+ ���!/� A U�

− �����+ �%� 1"�"�'���+ ���!�'� B ��#-2" �7/�.�-�3$#�� *��:�+#'*�
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�� %&��#+� 9��,� ���7#1 "�'L� 11#����0� (#"0���� #(��+ -."#3#� � (���#7%�- 1-�1 ��-0*� ��
�+�""#L�+ ���! � B �� ��+ ���1 ���0�1�$ &���1��������������������
���������������-0�
+ ���!/� A L���-�R�

– + ���! � B � �(�$�� -."#� 9$1�1 -�"�" � + ���!�� A L� �#� ���.� �%4���1%6�� � $���
(#-#2���-."/��(#��#0""/�� 1c ��� 2c L�"��* 1��04���#��(#�0�$ � n �+ ���!/� A L�&�#�

��������������������������������������������� 1 2

T T Tc u Bu u Au c u Bu≤ ≤ ���������������� n
Ru ∈∀ U�

1�9�#+��-%& �� 1

2 1( ) /cond B A c c− ≤ L���&��-#����� !�'L�"�#7,#��+/,��-0�(#-%&�"�0���:�"�0�
�����+/�VAW���* � ""#'��#&"#��.6L�"��* 1�����#��(#�0�$ �9�#'������+/U�

– &��-#� ��)+���&��$�,�#(�� !�'L����7%�+/,��-0���:�"�0������+/���+ ���!�'� B L�
(�#(#�!�#" -."#�&��-%�"��*1���"/,*�

5 1��: ���0�3- 1 �$� �$�+��*-#2�"��+��#���2 "�0�������� !��*����


����� A� A� A� A� (#�104�" � (#���#�"�6� �1%,���#&"/,� (���#7%�- 1-�1 ��-�'� �-0� + ���!�
2���$#���L�1#*"�$ 64�,�(���$#"�&"#9-�+�"�"#'� ((�#$��+ !����1%+��"/,�-�"�'"/,�
9--�(��&��$�,� %� 1"�"�'� �� $� �1/+�� %�-#1�0+�� �+�: ""#3#� ��( *� ���#0��0�
�1%,���#&"/�� (���#7%�- 1-�1 ��-�� " � ��� �,�&��$#'� (#�-��#1 ��-."#����
���%3#-."/,"/,� ���#$*� � 2� 0� (#�-��%64 0� ���$ � (#-%& ���0� �*� (���/�%4�'� ��
(#+#4.6� ���"##7� *"#'� (�#!��%�/� �*+�-.&�"�0L� (��� $#�#�#'� %*-/� 3�%7#'� ���$��
01-06��0� #�"#1��+�""#� %*- +�� 7#-��� +�-$�,� ���#$*� > 3� � +#'� 3�%7#'� ���$�� 1�-�$�
" ��#-.$#L� &�#7/� #7;�+� 1/&��-���-."#'� � 7#�/L� "�#7,#��+/'� �-0� ��:�"�0�
���%!��#1 ""#'������+/����#&"/,�%� 1"�"�'L�7/-��#�� �#&"#�+ -*����#�2��1��+0L�: 3�
� +#'� +�-$#'� ���$�� 1/7�� ���0� " ��#-.$#� + -/+L� &�#7/� #7��(�&��.� ���7%�+%6�
�#&"#��.� &��-�""#3#� ��:�"�0� * � &�*�� � $ 2�#+� %�#1"�� �*+�-.&�"�0� #�%4���1-0���0�
�(�!� -."#�� � *7��"��� ���%3#-."#'� ���$�� " � (#����%$�%�/L� $#�#�#�� -�2��� 1� #�"#1��
(#���#�"�0��1%,���#&"/,�(���#7%�- 1-�1 ��-�'*�

�� ( � 3� )�� A*,� � ���0� (#�� "#1$ � 9--�(��&��$#'� $� �1#'� * � &�*� �%��.� Ω � @�
#�"#�10*" 0�#7- ��.�1�(-#�$#��������$ ��#1/+��$##���" � +�� ),( 21 xxx = L�01-064 0�0�

#7;���"�"��+�"�$#�#�#3#�&��- ����%3#-."�$#1� m∆ L� lm ...,,2,1= *�����*� 0Γ �#7#*" & ���0�

* +$"%�#��(#�+"#2���1#�3� "�!/� Ω∂ L��#��#04����*���#�#"����%3#-."�$#1� m∆ V 0Γ �+#2���

7/�.� �� (%��/+� +"#2���1#+W*� �%��.� 01 \ ΓΩ∂=Γ *� ����*� )(1

0 ΩΗ � #7#*" & ���0�

(#�(�#��� "��1#�(�#��� "��1 ��#7#-�1 � )(1 ΩΗ L��#��#04����*�)%"$!�'L�#7� 4 64�,�0�
1�"%-.�" � 0Γ *�

��#7- ���Ω �� ��+ ���1 ���0�%� 1"�"���

��������������������������������������������������� f
x

u
c

xji j

ij

i

=
�
�

�

�

�
�

�

�

∂

∂

∂

∂
− �

=

2

1,

L��������������������������������������������������������VKW�

1�$#�#�#+� jiij cc = L���$� �1/+��%�-#1�0+��

������������������������������������������������ 0
0

=
Γ

u L�������
1

0
u

su
N

Γ

∂� �
+ =� �

∂� �
L������������������������������������������������VNW�

3���
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2

, 1

cos( , )ij i

i j j

u u
c n x

N x=

∂ ∂
≡

∂ ∂
�

�
�

V*���.� n
�
� @� 1"�:"00� "#�+ -.� $� 3� "�!�� Ω∂ W*� ����(#- 3 ���0L� &�#� %� 1"�"��� VKW�

%�#1-��1#�0��� %�-#1�6� � 1"#+��"#'� 9--�(��&"#���L� �#� ���.� �%4���1%6�� � $���
(#-#2���-."/��(#��#0""/�� 1α ��� 2α L�&�#�

������������������������������� ���
===

≤≤
2

1

2

2

2

1,

2

1

2

1 )(
i

i

ji

jiij

i

i xc ξαξξξα ���������������������������������������������VQW�

�-0�1��,� Ω∈x ���-67/,�1�4���1�""/,� 1ξ L� 2ξ *�����(#- 3 ���0�� $2�L�&�#� 0 0s s≥ > �" � 1Γ *�

�(����-0���0� �
�
������� �������� * � &�� VKW� @� VNW� $ $� )%"$!�0� )()( 1

0 Ω∈ Hxu L�
%�#1-��1#�064 0��#2����1%�

� ( , ) ( , )a u v f v Ω= ���������� )(1

0 Ω∈∀ Hv L���������������������������������������������VXW�

3���

�����������������������
1

2

, 1

( , ) ij

i j i j

u v
a u v c dx suvd

x x
γ

=Ω Γ

∂ ∂
≡ +

∂ ∂
�� � L����� dxvfvf �

Ω

Ω ≡),( *�������������������������V-W�

����(#- 3 ���0L� &�#� )(2 Ω∈ Lf L�  � $#9))�!��"�/� ijc � �� s � @� #3� "�&�""/�� �#�� �#&"#�

3- �$��� )%"$!��L� (��� $#�#�/,� #7#74�""#�� ��:�"��� * � &�� VKW� @� VNW� �%4���1%��� ��
���"��1�""#*�

���� " -�&��� "�� 1�"��1� VQWL� �-0� $ 2�#3#� ���%3#-."�$ � m∆ L� lm ,,2,1 �= �
�%4���1%6��(#-#2���-."/��(#��#0""/�� )(

1

mα ��� )(

2

mα �� $��L�&�#�

��������������������� ���
===

≤≤
2

1

2)(

2

2

1,

2

1

2)(

1 )(
i

i

m

ji

jiij

i

i

m
xc ξαξξξα ��������������������������������������������VBW�

�-0� 1��,� mx ∈ ∆ � �� -67/,� 1�4���1�""/,� 1ξ L� 2ξ *� �7#*" &�+� 1, 1m mΓ ≡ Γ ∂∆� *� �%��.�

(#-#2���-."/��(#��#0""/�� )(

1

mβ ��� )(

2

mβ �� $#1/L�&�#�

����������������������������������������������� ( ) ( )

1 2( )m msβ γ β≤ ≤ ��������� 1,mγ∀ ∈Γ *�������������������������������������������������VYW�

�(����-�+��-0�$ 2�#3#����%3#-."�$ � m∆ L�3���1 m l≤ ≤ L�7�-�"�'"%6�)#�+%�

������������������������������������ ( )
1,

2

, 1

,

m m

m ij

i j j i

u v
a u v c dx suvd

x x
γ

=∆ Γ

∂ ∂
≡ +

∂ ∂
�� � *�������������������������������������V,+W�

�#3� �

( ) ( )
1

, ,
l

m

m

a u v a u v
=

=� *��������������������������������������������������������V,,W�


-0�(#���#�"�0�(���#7%�- 1-�1 ��-0L�" �0�%���7�-�"�'"/+��)#�+ +�� ( ),ma u v ��*�

V,+WL�1�� ��+#���"���11#�0��0�7�-�"�'"/��)#�+/�

( )
1,

,

m m

mb u v c u vdx uvdσ γ
∆ Γ

≡ ∇ ∇ +� � L������1 m l≤ ≤ ������������������������������V,AW�
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�� $%�#&"#C(#��#0""/+�� $#9))�!��"� +�� c � �� σ L� $#�#�/�� #(����-06��0� �-��%64�+�
#7� *#+R�

( )
( )

( ) ( )

1 2

( ) ( )

1 2 1,

( ) 2 , ,

( ) 2 , .

m m

m m

m m

m m

c x c xα α

σ γ σ β β γ

≡ = + ∈ ∆

≡ = + ∈Γ
�

����9�#+��(� 1��-�1#�#�"#:�"���9$1�1 -�"�"#����

( ) ( ) ( )( ) ( ) 1

1 2 0, , , ( )m m

m m mb u u a u u b u u u Hµ µ≤ ≤ ∀ ∈ Ω L����������������������V,KW�

3��� (#��#0""/�� ( )

1

mµ � �� ( )

2

mµ � #(����-06��0� &���*� 1�-�&�"/� )(m

iα � �� )(m

iβ � �*� VBW� �� VYW*�
��"#:�"��� 9$1�1 -�"�"#���� V,KW� �3� ��� �%4���1�""%6� �#-.� (��� (#���#�"��� (���C
#7%�- 1-�1 ��-0��-0�$#"�&"#9-�+�"�"#'�+ ���!/�* � &�� VKW�@� VNW*���%4���1-0���0�9�#�
(%��+� (���,#� � #�� $#"�&"#9-�+�"�"#'� + ���!/L� #(����-0�+#'� 7�-�"�'"#'� )#�+#'�

( , )a u v L�$�$#"�&"#9-�+�"�"#'�+ ���!�L�#(����-0�+#'�7�-�"�'"#'�)#�+#'��

( ) ( )
1

, ,
l

m

m

b u v b u v
=

=� ��������������������������������������������������������V,NW�

��$%�#&"#C(#��#0""/+��$#9))�!��"� +�*�

�� ( � 3� )�� A*A� #(��/1 ���0� (#���#�"��� ��� �,�&��$�,� ���%3#-."/,� ���#$� ��
11#�0��0� #�"#1"/�� (#"0��0� �� #7#*" &�"�0*��(����-0���0� $#"�&"#9-�+�"�" 0� �����+ �
���#&"/,�%� 1"�"�'�" �#�"#1��$%�#&"#Z-�"�'"#'� ((�#$��+ !��*�

��#!����(#���#�"�0���� �,�&��$#'�(#�-��#1 ��-."#�������%3#-."/,����#$�#�"#1 "�
" � �-��%64�'� (�#!��%��� �*+�-.&�"�0R� $ 2�/'� ���%3#-."�$� �+�64�'�0� ���$�� ��
(#+#4.6� #���*$#1L� �#���"064�,� ������"/� �3#� ��#�#"L� � *7�1 ���0� " � &��/���
���%3#-."�$ *� �%$#1#���1%0�.� 9��+� (� 1�-#+L� ���#���0� (#�-��#1 ��-."#��.�
��� "3%-0!�'� kτ L� pk ...,,2,1,0= � #7- ���� Ω � V 1p ≥ � ���.� &��-#� %�#1"�'� �*+�-.&�"�0�
���$�W*�
-0�*" &�"�'� pk ...,,2,1,0= �11#�0��0��-��%64���#7#*" &�"�0R�

kN �@�+"#2���1#�%*-#1���� "3%-0!��� kτ L�(��" �-�2 4�,� 0\ ΓΩ U�

kn �@�&��-#�%*-#1�1�+"#2���1�� kN U�

kG �@�(�#��� "��1#����#&"/,�)%"$!�'L�* � ""/,�" �+"#2���1�� kN U�

kV � @� (�#��� "��1#� "�(���/1"/,� 1� #7- ���� Ω � )%"$!�'L� -�"�'"/,� " � � $ 2�#+������

���%3#-."�$����� "3%-0!��� kτ ���#7� 4 64�,�0�1�"%-.�" � 0Γ *�

��2�%� ���#&"/+�� )%"$!�0+�� kGu ∈ � �� $%�#&"#C-�"�'"/+�� )%"$!�0+�� kVu ∈ˆ �

�%4���1%��� ������1�""#�� 1* �+"#C#�"#*" &"#�� �##�1����1��*� 5 (��.� ):(ˆ
kVuprolu = �

#*" & ��L�&�#�)%"$!�0� kVu ∈ˆ �01-0���0�����������������#&"#'�)%"$!��� kGu ∈ *�

��%��.� 1ke τ −∈ � ���.� "�$#�#�/'�

���%3#-."/'� 9-�+�"�� � (1 )k p≤ ≤ *� � �
�-��%64�+�9� (���*+�-.&�"�0����$��#"�
� *7�1 ���0� " � &��/��� ���%3#-."/,�
9-�+�"� � k C3#�%�#1"0L�1���*%-.� ���&�3#�
9-�+�"�� e � (��1� 4 ���0� 1� � � $�
" */1 �+/'� �%(��9-�+�"�*� � � 1��,���
. 1  �*+�-.&�"�� ���$�. 

%�#1�". k  %�#1�". 1k −  
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%�#1"0,� k L� 3��� pk ≤≤1 L� +"#2���1#� %*-#1� kN � � *7�1 ���0� " � �1 � "�(�����$ 64�,�0�
(#�+"#2���1 �

(1) (2) ,k k kN N N= � ����������������������������������������������V,QW�

3��� )1(

kN @� %*-/� ��( � � L� )2(

kN @� %*-/� ��( � � � V���*,WU� 1� ��-%� � *7��"�0L� (2)

1k kN N −= *��*-/�
%(#�0�#&�1 6��0�1��##�1����1�����(��"0�/+�� *7��"��+*�

� �#�"#1���"��3� -."#3#��#2����1 � VXW�)#�+%-��%���0�$#"�&"#9-�+�"�" 0�* � & L�
�##�1����1%64 0�* � &��VKW�@�VNWR���������������������� )(2 Ω∈ Lf ��������������� pVu ∈ˆ �
�����L�����

���������������������������������������������������� ˆ ˆ ˆ ˆ( , ) ( , ) .pa u v f v v VΩ= ∀ ∈ �����������������������������������������������V,XW�

5 � & �V,XW��1#����0�$���:�"�6������+/����#&"/,�%� 1"�"�'�

������������������������������������������������������������� Au g= ���������������������������������������������������������������������V,-W�

����++����&"#'�(#-#2���-."#�#(����-�""#'�+ ���!�'� A �(#�0�$ � pn ���(� 1#'�& ��.6�

pGg ∈ *�����9�#+�+ ���! � A �%�#1-��1#�0����##�"#:�"�6�

������������������������������������������������� ˆ ˆ( , ) , ,T

pv Au a u v u v G= ∀ ∈ ����������������������������������������������V,BW�

3��� ):(ˆ
pVuprolu = L� ):(ˆ

pVvprolv = *�

� ���! � A �+#2��� 7/�.�(#-%&�" � ��(#+#4.6� ,#�#:#��*1���"#'� 1� -���� �%���(#�
+��#� +� $#"�&"/,� 9-�+�"�#1� #(�� !��� �����
���������� V#" � #7#*" & ���0� ��+1#-#+�
[\\]^W�+ ���!�2���$#�����-0�#���-."/,����%3#-."�$#1� m∆ L�3��� 1,2,...,m l= R�

{ }: 1,2,...,mA assem A m l= = *�������������������������������������������V,YW�

��( � 3� )��A*K�#(��/1 ���0�(���,#��#����,#�"#'�$#"�&"#9-�+�"�"#'�+ ���!/� A �$�
�(�$�� -."#� � 9$1�1 -�"�"#'� �'� + ���!�� L *� �" & - L� (��+�"00� ��,"�$%� #�#7� 2�"�0�
���%3#-."�$#1� m∆ � " � �� "� ��"/'� ���"�&"/'� � 1"#��#�#""�'� ���%3#-."�$� ∆ L� �-0�
+ ���!� mA ����#0��0�+ ���!/� mL �� $��L�&�#��(� 1��-�1#�#�"#:�"���9$1�1 -�"�"#����

������������������������������������ ( ) ( )

1 2

m T T m T

m m mu L u u A u u L uδ δ≤ ≤ ����� m

pu G∀ ∈ L��������������������������������VA+W�

3����

������������������������������������������� ( ) ( ) ( )

1 1 1

m m mδ µ θ= L������ ( ) ( ) ( )

2 2 2

m m mδ µ θ= *�������������������������������������������VA,W�

�#-#2���-."/��(#��#0""/�� ( )

1

mθ ��� ( )

2

mθ �"��* 1��0��#��&��- �%�#1"�'��*+�-.&�"�0����$�L� �

#(����-06��0�-�:.�3�#+����&��$�+��( � +��� +�����%3#-."�$ � m∆ *�5 ��+L���(#-.*%0�
#(�� !�6� "� +7-��#1 "�0L����#���0�+ ���! �

{ : 1, 2,..., },m mL assem L m lκ= = ����������������������������������������������VAAW�

3���(#-#2���-."/��1�-�&�"/� mκ �#(����-06��0��-��%64�+�#7� *#+R�

����������������������������������������������������� ( ) ( )

1 2

m m

mκ δ δ= L�� 1, 2,...,m l= *��������������������������������������VAKW�
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���� � $#+� 1/7#��� ( � +���#1� mκ � (#-%& ���0� +�"�+ -." 0� 1��,"00� #!�"$ � &��- �

#7%�-#1-�""#���� 1( )cond L A
− L� ��+�""#L�

�����������������������������������������������������������
( )

1 2

( )1
1

( ) max
m

m
m l

cond L A
δ

δ
−

≤ ≤
≤ *�������������������������������������������VANW�

�(�� ""/'� (���+� (#*1#-0��� �1����� � -."�':��� (#���#�"�0� $� ��3%-0�"/+� ���$ +� ��
� 1"#��#�#""�+�� ���%3#-."/+�� 0&�'$ +�*� �#-%&�"/� 1 2"/�� 1�(#+#3 ��-."/��
)#�+%-/L� (#*1#-064��� 1/� 2 �.� *" &�"�0� �"��3� -#1� (#� -#$ -."/+� $#"�&"#Z�
9-�+�"�"/+����%$�%� +�#��$%�#&"#C-�"�'"/,�)%"$!�'�&���*��,�*" &�"�0�1�%*- ,����$�*�

� � 3� )� A*N� (#�104�"� (#���#�"�6� �1%,���#&"/,� (���#7%�- 1-�1 ��-�'*���,#�0�
�*�+ ���!/� L L� #(����-�""#'� 1� VAAWL� ��$%���1"#� ���#���0� (#�-��#1 ��-."#��.�+ ���!�
$#"�&"#9-�+�"�"#3#���( �

( ) ( 1) (1) (0), , . . . , ,p pL L L L L−≡ ������������������������������������������������VAQW�

���##�1����1%64 0�(#�-��#1 ��-."#��.�(���#7%�- 1-�1 ��-�'�

���������������������������������������������������� ,,...,, )1()1()( BBB pp − �������������������������������������������������������VAXW�

 ��#!���#1 ""/,������ �,�&��$�+����� "3%-0!�0+�� kτ L� .0,...,1, −= ppk �
-0�*" &�"�'�

1≥k �+ ���!/� ( )kL ��+�6��7-#&"%6����%$�%�%�

	



�
�



�
=

)(

22

)(

21

)(

12

)(

11)(

kk

kk

k

LL

LL
L L�������������������������������������������������������VA-W�

1� �##�1����1��� �� (��"0�/+� � *7��"��+� V,QW� +"#2���1 � %*-#1� kN � " � (#�+"#2���1 *�

� ���!/� )(kB ��+�6���-��%64�'�7-#&"/'�1��R�
( ) ( )

11 12
( )

1( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

21 21 11 12

1

2

k k

k

k k k k k

B B

B
B L B B B

−−

� �
� 	=
� 	+
� 	
 


*����������������������������������������VABW�

�-�+�"�/� + ���!� ( )kL � �� )(kB � 1/&��-06��0� �� (#+#4.6� (#-%&�""/,� 1� � 7#���
��$%���"�"/,� )#�+%-*� ��"#1/1 0�.� " � 7-#&"#+� (����� 1-�"��� VABWL� 1� $#�#�#+�
%& ��1%���+ ���! � ( 1)kL − L� ��#!���#1 "" 0������ "3%-0!��'� 1kτ − L�+ ���! �

)(kB �" */1 ���0�

���
������	�������
����������������-0�+ ���!/� ( )kL *�

� � $ 2�#+� %�#1"�� �*+�-.&�"�0� ���$�� (#-%&�"/� #!�"$�� 3� "�!� �(�$�� � + ���!�
1( ) ( )k kB L

−
L�"��* 1��04���#��#74�3#�&��- �%�#1"�'*�

�	��	#�� A*N*� A*N*� A*N*� A*N*AAAANNNN� � 
-0� 1��,� *" &�"�'� pk ,...,2,1= L� "�* 1���+#� #�� 1/7#� �
(#-#2���-."/,� ( � +���#1� mκ � 1� VAAWL�  � � $2�� *" &�"�'� $%�#&"#C(#��#0""/,�

$#9))�!��"�#1� c � �� σ � 1� (#�#7- ��0,� m∆ � �� " � *1�".0,� -#+ "#'� 1Γ � �##�1����1�""#L�

�#7��1�""/��&��- �+ ���!� )(1)( kk LB
−

�(��" �-�2 ��#���*$%��_,L�Q`*�

�-��%���#�#7#�#�+����.L�&�#���,"�$ �(#���#�"�0�$#"�&"#9-�+�"�"/,�+ ���!�VAQW���
�##�1����1%64�,� (���#7%�- 1-�1 ��-�'� VAXW� "��$#-.$#� #�-�& ���0� #�� (#�,#� L�

                                                 
4
 �%+�� !�0 ��#��+ � ���0 1 �##�1����1�� � ��$��#+ ������� !��. 
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(��+�"0�+#3#� 1� � 7#� ,�  1�#�#1L� %(#+0"%�/,� 1/:�� V�+*� � *��-� +���������� ����&��W*�
5���.L� (��� (���,#� � �� +�-$#'� ���$�� " � 7#-��� 3�%7%6L� (�#��,#���� ��$ 2�"���
$#"�&"#9-�+�"�"/,�#(�� �#�#1�" �& ����3� "�!/L�3�����#�������.��$� �1#��%�-#1��*��"��
"�� 01-06��0� V* � ��$-6&�"��+� ( )pL W� $#"�&"#9-�+�"�"/+��  " -#3 +�� #(�� �#� �
��))���"!� -."#'� * � &�*� ��" $#L� * � �&��� 1/7#� � �(�!� -."/+� #7� *#+� 11���""/,�
( � +���#1�%� -#�.�(#-%&��.����2��3� "�!/��(�$�� �(���#7%�-#1-�""/,�+ ���!L�&�#���
�-0��-%& 0�$� �1/,�%�-#1�'�
���,-�C��'+ " *�


�����K�K�K�K�(#�104�" �(#���#�"�6�+"#3#���#&"#3#�(���#7%�- 1-�1 ��-0��-0�+ ���!/�
2���$#���������+/����#&"/,�%� 1"�"�'*�

�� ( � 3� )�� K*,� L� � #�"#1/1 0�.� " � 7-#&"#+� (����� 1-�"��� VABW�+ ���!� )(kB L� �-0�
*" &�"�'� pk ,...,2,1= �(#�-��#1 ��-."#�#(����-06��0�+ ���!/�

( ) ( )

11 12
( )

1( ) ( 1) ( ) ( ) ( )

21 21 11 12

,1

2

k k

k

k k k k k

B B

M
B R B B B

−−

� �
� 	=
� 	+
� 	
 


��������������������������������������������VAYW�

3���

( )

(0) (0)

1

1( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)

1

                                                                          �-0          =1,

   �-0   2 .k k k k k k k

j

j

R L k

R L I I M L k p
ν

θ

−

−− − − − − − −

=

� =
��

� ��
= − − ≤ ≤� 	�

� 
 
�
∏

��������������VK+W�

5���.� I @� ���"�&" 0�+ ���! L�  �( � +���/� )1( −k

iθ � 1/� 2 6��0� &���*� $#�"��+"#3#&-�" �
��7/:�1 �(��1#3#��#� ����(�"��ν *�

� ���! � )( pMM ≡ � � ��+ ���1 ���0� 1� $ &���1�� ��������������� �����
�����C
��������� �-0� + ���!/� L *� � $�+� #7� *#+L� �#3- �"#� VAYWL� +"#3#���#&"/'� (���#7%�C
- 1-�1 ��-.� ���#���0� (%��+� * +�"/� + ���!/� ( 1)kL − � 1� 7-#&"#+� (����� 1-�"��� VABW�
�1%,���#&"#3#�(���#7%�- 1-�1 ��-0�" �* � 1 �+%6�"�01"#�����$%���1"#�#(����-0�+%6�
+ ���!%*�� ��+#���"�1#(�#��1/7#� ����(�"��ν �+"#3#&-�"#1���7/:�1 *��7#�"#1/1 ���0�
1/7#�� 3=ν *�
#$ * "#��-��%64���%�1��2��"��*�

�	��	#��K*,*,�K*,*,�K*,*,�K*,*,����� 3ν = L����������������	
���������������	
������������ mκ ���
VAAWL�������������������������C��������	
��� ����������� c ���σ �������
�����
� m∆ ���
���������
��������� 1Γ ���������������L��������������������

������������������������������������������������������� 1( ) 3 2 5cond M L− ≤ + *��������������������������������������������������������VK,W�

� ���! � M � 7�����0� 1� $ &���1�� +"#3#���#&"#3#� (���#7%�- 1-�1 ��-0� �� �-0�
��,#�"#'� + ���!/� 2���$#���� A *� �� %&��#+� #!�"#$� VANW� �� VK,W� (#-%&�"� �-��%64�'�
��*%-.� �*�

�	��	#�� K*,*A� K*,*A� K*,*A� K*,*A� ������� 3ν = �����������	� mκ ��� VAAW��	
���	���������� VAKW*�!�����
�������������������

��������������������������������������������� ( )
( )

1 2

( )
1

1

( ) 3 2 5 max
m

m
m l

cond M A
δ

δ
−

≤ ≤
≤ + L��������������������������������������VKAW�

���� ( )

1

mδ ��� ( )

2

mδ �@��������	�������������� ���������������VA+W*�
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�� ( � 3� )�� K*A� #7�%2� 6��0� 1#(�#�/� &��-�""#'� �� -�* !��� +"#3#���#&"#3#�
(���#7%�- 1-�1 ��-0*�
 ���0� (�#!��%� � ab� cdefg )(kM � ��:�"�0� �����+/� ��+ ���!�'�

)(kM L� pk ≤≤1 *��-3#���+����7%���#7� 4�"�0�+ ���!� ( )

11

kB ��� )1( −kR ��*� VAYW*�� ���! � ( )

11

kB �
01-0���0� �� 3#" -."#'*� ���� 2k ≥ � ��:�"��� �����+/� �� + ���!�'� )1( −kR � 9$1�1 -�"�"#�
1/(#-"�"�6� 3ν = �: 3#1�&�7/:�1�$#3#����� !�#""#3#�+��#� ���(���#7%�- 1-�1 ��-�+�

)1( −kM *�� �� +#'�3�%7#'����$�������+ ����#&"/,�%� 1"�"�'���+ ���!�'� (0)L ���: ���0���
(#+#4.6� "�$#�#�#3#� (�0+#3#� +��#� � �� * �� �#'� )1(O �  ��)+���&��$�,� #(�� !�'*� ��
* $-6&�"��� � ���0� #!�"$ � &��- �  ��)+���&��$�,� #(�� !�'� opsA L� * �� &�1 �+/,� " �

��:�"��������+/���+ ���!�'�M L� ��+�""#L�

( )(0)64ops ops pA A n≈ + L�����������������������������������������������������VKKW�

3��� )0(

opsA �@�&��-#� ��)+���&��$�,�#(�� !�'L����7%�+/,��-0���:�"�0������+/���+ ���!�'�
(0)L *���-�&�" � opsA �" */1 ���0����������������������(���#7%�- 1-�1 ��-0�M *�

� $�+� #7� *#+L� (#���#�""/'� +"#3#���#&"/'� (���#7%�- 1-�1 ��-.� +#2"#�
� ��+ ���1 �.� $ $� #(��+ -."/'� 1� �#+� �+/�-�L� &�#� #"� �(�$�� -."#� 9$1�1 -�"��"�
��,#�"#'�+ ���!��2���$#���L� ��3#� ��)+���&��$ 0�!�" �(�#(#�!�#" -." �� *+��"#����
 -3�7� �&��$#'� * � &�L� �� $#9))�!��"�#+� (�#(#�!�#" -."#���L� "�� * 1��04�+� #��: 3 �
���$�*�

��
���	�N�N�N�N����� "/������*%-.� �/�&��-�""/,�� �&��#1L�(#��1��2� 64�,�9))�$��1"#��.�
(��+�"�"�0� (#���#�""#3#� +"#3#���#&"#3#� (���#7%�- 1-�1 ��-0� �-0� ��:�"�0� �����+/�
���#&"/,� %� 1"�"�'� V,-W*� �� $ &���1�� 1"�:"�'� ���� !�#""#'� (�#!��%�/� 7/-� 1/7� "�
+��#����& ���#" ���+"#3#���#&"/+�(���#7%�- 1-�1 ��-�+�M *�

��(�#!�����&��-�""#'��� -�* !���7/-����:�"/��-��%64���(#�* � &�R�

– � *� 7#� "� -3#���+�(#���#�"�0���� �,�&��$#'�(#�-��#1 ��-."#����1-#2�""/,�
��� "3%-0!�'U�

– � *� 7#� "/�(�#!��%�/�(#���#�"�0� �����+/� ���#&"/,� %� 1"�"�'� V1/&��-�"�0�
$#9))�!��"�#1���(� 1/,�& ���'������+/����#&"/,�%� 1"�"�'WU�

– � *� 7#� "�  -3#���+� � ,� "�"�0L� 1/*#1 � �� #7� 7#�$�� 7#-.:�,� � *��2�""/,�
+ ���1#1�� ""/,*�

��$ &���1��+#��-."#'�* � &��� ��+ ���1 ���0�%� 1"�"����% ��#" �

( )2 1 x y
u xy e

+−∆ = − ���������������������������������������������������VKNW�

1�#7- �����

( )
1 1 1

, :  -1 x 1, -1 ;  -1 ,  1
2 2 2

x y y x y
� �

Ω = ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ < ≤� �
� �

L�

(��1���""#'�" ����*�A*�
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�

��
*�A*�A*�A*�A����7- ��.�Ω *�

�#�� 1-�"/��-��%64���3� "�&"/��%�-#1�0R�

�������������������������������������
0

0u
Γ

= L������
1

0
u

u
n

Γ

∂� �
+ =� �

∂� �
L�����

2

1
0

2

u
u

n
Γ

∂� �
+ =� �

∂� �
*����������������������������������VKQW�

�#&"/+���:�"��+�* � &��VKNW�Z�VKQW�01-0���0�)%"$!�0��

( )( )( , ) 1 1x y
u x y e x y

+= − − *��������������������������������������������VKXW�

��%4���1-0���0��" & -." 0���� "3%-0!�0� 0τ �#7- ����Ω L�$ $�(#$ * "#�" ����*�K*�

�

��
*�*�*�*�KKKK��� & -." 0���� "3%-0!�0� 0τ #7- ����Ω *�

9∆  

10∆  

8∆  

7∆  6∆  

2∆

3∆

5∆  

1∆

-1 
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-1 
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4∆  
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1Γ  
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0Γ

2Γ  
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-1 
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�/7�� ���0� "�$#�#�#�� &��-#� %�#1"�'� �*+�-.&�"�0� ���$�� 1p ≥ � V1� (�#!�����
&��-�""/,� 9$�(���+�"�#1� 1/7�� -��.� � *-�&"/�� *" &�"�0� p W*� � � ���� N� � " �
(#�-��#1 ��-."#��.���� "3%-0!�'��-0��-%& 0� 2p = *�

�

��

�

�

�

�

�

�

�����
��
*�N*�N*�N*�N����#�-��#1 ��-."#��.���� "3%-0!�'� ( )2p = *�

��2��(��1���" �� 7-�! �,L��1�$#�#�#'�� "/���*%-.� �/�(��+�"�"�0����� !�#""#3#�
+��#� ����& ���#" ���+"#3#���#&"/+�(���#7%�- 1-�1 ��-�+� M *���$ &���1��" & -."#3#�
(��7-�2�"�0�7/- �1*0� ����#&" 0�)%"$!�0� (0) 1u ≡ *��#3��:"#��.�#!�"�1 - �.�1�"#�+��

2

1

1 N

i

i

u u
N =

= � L�

3��� N @�&��-#�%*-#1����$�*�

��)��'��,�,�,�,����*%-.� �/����� !�'���+"#3#���#&"/+�(���#7%�- 1-�1 ��-�+�

p � N � It � ε �

K� KA-� QQ� +*+++,QXKB�

N� ,AYQ� QQ� +*+++AQQYB�

Q� Q,Q,� QQ� +*+++ABYA+�

X� A+QNK� QQ� +*+++A-QB,�

p @�&��-#�%�#1"�'��*+�-.&�"�0����$�U�

N @�&��-#�%*-#1����$�U���

It @�&��-#����� !��U�

ε @�(#3��:"#��.*�

�� � 7-�!�� AL� �-0� �� 1"�"�0L� � (��1���"/� ��*%-.� �/� (��+�"�"�0� ���� !�#""#3#�
+��#� ���& ���#" �7�*�(���#7%�- 1-�1 "�0*�

�

�

1τ  
2τ  
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��)��'��A�A�A�A����*%-.� �/����� !�'�7�*�(���#7%�- 1-�1 "�0�

p � N � It � ε �

K� KA-� Q++� +*+++,XKQK�

N� ,AYQ� Q++� +*++,NNAQQ�

Q� Q,Q,� Q++� +*++,,Y,AK�

X� A+QNK� Q++� +*++,+XAA,�

�� � 7-�!�� K� (��1���"/� � ""/�L� #�� 2 64��� (���+%4���1#� (��+�"�"�0�
+"#3#���#&"#3#�(���#7%�- 1-�1 ��-0*�

��)��'�����KKKK���/&��-�"�0����#&"#��.6�� 310ε −= �

p � N � It VdhijW� It Vdhijgck]iW�

K� KA-� K,,� KQ�

N� ,AYQ� XN-� K-�

Q� Q,Q,� XK,� KX�

X� A+QNK� QK-� KN�

�#-%&�""#����:�"���(����� 1-�"#�3� )�&��$��" ����*�Q*�

�
��
*�*�*�*�QQQQ��
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