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Investigation of Proof Complexities in Various
Known and Newly Constructed Propositional

Calculus Systems
Abstract

This dissertation studies the main complexity characteristics of proofs in both some
known propositional systems of classical logic and a number of newly constructed

systems, which made it possible to introduce a number of refinements into the well-known

hierarchy of propositional systems. It explores the total size of formulas and the number
of formulas in both linear proofs and tree-like proofs.

Propositional proof systems have long been considered significantly trivial objects
for research, but in recent decades, due to a series of results obtained, the importance of

research into the proof complexities specifically in propositional systems has surged
dramatically. Interest in these problems is fueled by two directions: problems of
automating theorem proving, one of the main problems of creating artificial intelligence,
and one of the fundamental problems of computational complexity theory - the
relationship between the known classes and NP.

Cook and Reckhow in their aforementioned work proved that the existence of a
propositional system that is polynomially bounded in the proof size is equivalent to the
class NP coinciding with its complement. For many propositional systems ("weak" ones),
examples of formulas with an exponential lower bound on the minimum size of proofs
have been identified, i.e., they do not claim the status of systems for solving the named

problem but for more traditional systems, particularly for Frege systems and even for

systems with quantifiers, this question remains open, making the research of proof
complexities in these systems very important. The research of proof complexities in
"weak" systems is driven by other interests. One of them is associated with solving the
SATISFIABILITY problem (SAT problem). Research on this problem is conducted, in

particular, in Resolution and Cut-free Sequence systems, providing information on
potentially necessary resources for solving the problem, hence research in these systems
is also important. Given the relatively simple strategy for finding proofs in these systems,
they are also very useful in automating proof.

The solutions to the aforementioned problems also have practical applications in

fields such as Machine Learning, Cryptography, Hardware Design Formal Verification,

Artificial Intelligence, Data Mining, etc., making these researches very relevant.

The main results of the dissertation are as follows:
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1. For the first time, polynomial equivalence of the linear proofs of the quantified
sequential propositional system QРК and the well-known systems SPK
(sequential system with cut and substitution rules) and SF (Frege systems with
substitution rule) has been proven, allowing for a refinement of the position of
QРК system in the known hierarchy of propositional systems of classical logic.2. Based on the well-known Tseytin transformation, a local determinative
sequential system of classical logic DS, polynomially equivalent to the resolution
system, as well as the SDS system (DS with substitution rule), polynomially
equivalent to Frege systems, and SKDS systems with substitution rule, where
the number of logical connectives in the substituted formula is limited by the
number k, have been constructed. For the latter, an exponential speed-up of
steps in tree-like proofs in Sk+1DS over the systems S<DS systems has been
established. Further, notions of determinative conjunct and determinative
disjunctive normal, as well as the elimination rule, have been generalized for
modal logic, based on which a new system for modal logic, Emod has been
constructed, in which lower exponential bounds of proof complexities for a series
of formulas have been obtained.

3. For the proofsizes in any Frege system, a superquadratic lower bound has been
obtained: for the proof sizes of a certain sequence of tautologies Փո,2(lonl3/logz2(In')) lower bound has been obtained.

Исследование Сложностей Выводов в Ряде
Известных и Вновь Построенных Системах

Исчисления Высказываний
Резюме

настоящей диссертации исследованы основные сложностные

характеристики выводов как в некоторых известных пропозициональных системах
классической логики, так и в ряде вновь построенных системах, что позволило
ввести ряд уточнений в известную иерархию пропозициональных систем.
Исследованы суммарная длина формул количество формул как в линейных
выводах, так и в выводах в виде дерева.

Пропозициональные системы выводов долгое время пользовались
репутацией существенно тривиальных объектов для исследований, однако за
последние десятилетия в связи с рядом полученных результатов резко возросла
значимость исследований сложностей выводов именно в пропозициональных
системах. Интерес этим задачам подогревается двумя направлениями:
проблемами автоматизции доказательств теорем, одной из основных задач
создания искусственного интеллекта, a также одной из фундаментальных проблем
теории сложности вычислений -- соотношением известных классов и NP.

Cook и Reckhow в упомянутой выше работе доказали, что существование
полиномиально ограниченной по длине выводов пропозициональной системы
равнозначно совпадению класса NP со своим дополнением. Для многих
пропозициональных систем (<<слабых>>) выявлены примеры формул с
экспоненциальной нижней оценкой минимальной длины выводов, т.е. они не
претендуют на статус систем для решения названной проблемы, но для более
традиционных систем, в частности для систем Фреге и даже для систем с
кванторами, этот вопрос пока открыт, следовательно исследования сложностей
выводов именно в последних очень важны. Исследования сложностей выводов в
<<слабых>> системах вызваны иными интересами. Один из них связан с решением
проблемы ВЫПОЛНИМОСТИ (SAT problem). Исследования этой проблемы
проводятся в частности в системах Resolution, Cut-free Sequence, что дает
информацию о потенциально необходимых для решения проблемы ресурсах, a
значит, исследования в этих системах также важны. связи с относительно
простой стратегией поиска выводов в названных системах, они весьма полезны
также при автоматизации доказательств.

Решения вышеперечисленных проблем имеют также практическое
применемие в таких областях, как Machine Learning, Cryptography, Hardware Design
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Formal Verification, Artificial Intelligence, Data Mining, и т.д., следовательно, эти
исследования весьма актуальны.

Основные результаты диссертации следующие:
1. Впервые доказана полиномиальная эквивалентность линейных выводов

квантифицированной секвенциальной пропозициальной системы QРК
известных систем SPK (секвенциальной системы с правилами сечения и
подстановки) SF (систем Фреге с правилом подстановки), что позволяет
уточнить место системы QРК в известной иерархии пропозициональных
систем классической логики.

2. На основе известной трансформации Цейтина постоена локально
определяющая секвенциальная система классической логики DS,
полиномиально эквивалентная системе резолюций, a также система SDS
(DS с правилом подстановки), полиномиально эквивалентная системам
Фреге, системы SKDS с правилом подстановки, где количество
логических связок в подставляемой формуле ограничено числом k, для
которых в выводах в виде дерева установлено экспоненциальное
ускорение шагов системах Sк+1Ds относительно систем SKDS. Далее
обобщены для модальной логики введённые ранее для классической
логики понятия определяющего коньюнкта, определяющей дизьюнктивной
нормальной формы и правила эллиминации, на основе которых построена
новая система для модальной логики Emod, в которой для ряда формул
получены нижние экспоненциальные оценки сложностей выводов.

3. Для длин выводов в произвольной ситеме Фреге получена
суперквадратичная оценка: для длин выводов некоторой
последовательности тавтологий Փո получена оценка 2(IՓnI3/logz?(IՓnI)).
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