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Տոնոյան Վահագն Ռաֆիկի

0-1 մատրիցների համար լավագույն թեստ գտնելու խնդիրների և
դրանց մոտավոր ալգորիթմների մասին

Ա.01.09 <<Մաթեմատիկական կիբեռնետիկա և մաթեմատիկական
տրամաբանություն>> մասնագիտությամբ

Ֆիզիկա-մաթեմատիկական գիտությունների թեկնածուի
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Ատենախոսության թեման հաստատվել է
Երևանի պետական համալսարանում

Գիտական ղեկավար
Ֆիզիկա-մաթեմատիկական
գիտությունների թեկնածու, դոցենտ
է.Վ.Եղիազարյան

Պաշտոնական ընդդիմախոսներ

Ֆիզիկա-մաթեմատիկական
գիտությունների դոկտոր
L.Հ.Ասլանյան

Ֆիզիկա-մաթեմատիկական
գիտությունների թեկնածու, դոցենտ
Հ.8.Հակոբյան

Առաջատար կազմակերպություն՝

Երևանի պետական ճարտարագիտական
համալսարանի մաթեմատիկայի
դեպարտամենտ

Պաշտպանությունը կայանալու է 2001թ. նոյեմբերի 6-ին, ժ. 110-ին,
037 <<Մաթեմատիկական կիբեռնետիկա և ինֆորմատիկա>>
մասնագիտական խորհրդի նիստում, ՀՀ ԳԱԱ ԻԱՊԻ-ում: Հասցեն
375014, ք. Երևան, Պ.Սևակի փող. 1:

Ատենախոսության կարելի է ծանոթանալ ինստիտուտի
գրադարանում: Սեղմագիրն առաքված է 04.10.2001թ.:

ԱՇԽԱՏԱՆՔԻ ԸՆԴՀԱՆՈՒՐ ԲՆՈՒԹԱԳԻՐԸ I

Թեմայի հրատապությունը.
Մարդկային գործունեության ամենատարբեր բնագավառներում

առաջանում են իրավիճակներ, երբ անհրաժեշտ է վերջավոր թվով
տարբերակներից ընտրել լավագույնը: Դիսկրետ օպտիմացման
խնդիրները այդ իրավիճակների մաթեմատիկական մոդելներն են:

Բազմաթիվ հեղինակների կողմից ուսումնասիրվել են այդպիսի
խնդիրներ, առաջադրվել դրանց լուծման եղանակներ (դինամիկ
ծրագրում, ճյուղավորման և գնահատման մեթոդ, հատումների մեթոդ
և այլն): Սակայն ընդհանուր դեպքում այդ եղանակները կիրառելի
չեն: Դիսկրետ օպտիմացման խնդիրների դասում գերակշռում են
այնպիսիները, որոնք սկզբունքորեն բարդ խնդիրներ են:
Հավանաբար այդ խնդիրների լուծման համար արդյունավետ
ալգորիթմներ գոյություն չունեն: Բնական է նշված խնդիրների համար
առաջարկել լուծման մոտավոր ալգորիթմներ, որոնք սակայն գտնում
են խնդրի որևէ թույլատրելի լուծում, որը կարող է օպտիմալը չլինել:

Այդպիսի ալգորիթմների մշակումը և դրանց արդյունավետության
ուսումնասիրումը ունի տեսական և գործնական մեծ կարևորություն:

Աշխատանքի նպատակն ու խնդիրները.
Աշխատանքում քննարկվում են դիսկրետ օպտիմացման

խնդիրներ, որոնք կապված են 0-1 տարրերից մատրիցների համար
որոշակի պայմաններին բավարարող թեստ գտնելու հետ: Այդ
խնդիրները NP դժվար են: Հայտնի չէ նույնիսկ այդ խնդիրների
լուծման վերջավոր հարաբերական սխալ ունեցող մոտավոր
բազմանդամային ալգորիթմների գոյությունը: Նշված խնդիրների
մոտավոր լուծման պարզ իրացվող առանձին ալգորիթմների կամ
ալգորիթմների դասի համար հետազոտված են արդյունավետության
բնութագրիչներ:

Հետազոտության օբլեկտը.
0-1 տարրերով մատրիցների համար թեստ գտնելու խնդիրներն են

և դրանց լուծման մոտավոր ալգորիթմները:

Մասնագիտական խորհրդի գիտքարտուղարի
ժամանակավոր պաշտոնակատար,
ֆիզիկա-մաթեմատիկական
գիտությունների դոկտոր, պրոֆեսոր Ե.Ա.Հարությունյան

Հետազոտման մեթոդները.
Ատենախոսությունում օգտագործվում են դիսկրետ

մաթեմատիկայի դասական մեթոդները:
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Արդյունքների նորությունը.
Ատենախոսության մեջ բազմության ծածկույթ խնդրի համար

ստացված են ագահ տիպի ալգորիթմների մի դասի
արդյունավետությունը բնութագրող ֆունկցիաների վարքի
գնահատականներ, ստուգող թեստ և ախտորոշող թեստ խնդիրների
համար հետազոտված են ագահ ալգորիթմի վարքը բնորոշող
բնութագրիչներ, լուծված է վերջավոր բազմության
տեղադրությունների համար օպտիմալ թեստ գտնելու մի խնդիր:

Ստացված արդյունքները նորույթ են:

Ստացված արդյունքների կիրառական նշանակությունը.
Ատենախոսությունում լուծված են երաշխավորված

բնութագրիչներով ալգորիթմների մշակման հետ առնչվող որոշակի
խնդիրներ:

Ներդրումներ.
Կարող են ներդրվել դիսկրետ օպտիմացման խնդիրների համար

մշակվող կիրառական ծրագրերի փաթեթներում:

Պաշտպանությանը ներկայացվում են հետևյալ դրույթները.
Ալգորիթմների դասի արդյունավետությունը բնութագրող

ֆունկցիայի վարքի գնահատականները,
ագահ ալգորիթմի վարքի բնութագրիչների համար ստացված

արդյունքները,
տեղադրությունների համար օպտիմալ թեստ կառուցելու խնդրի

լուծման արդյունքը:

Ստացված արդյունքների ապրոբացիան.
Ատենախոսության հիմնական արդյունքները զեկուցվել են ԵՊՀ

դիսկրետ մաթեմատիկայի ամբիոնի սեմինարում և <<Կոմպյուտերային
գիտությունների և ինֆորմացիոն տեխնոլոգիաների>> միջազգային
կոնֆերանսներում (CSIT 1999, CSIT 2001):

Հրատարակությունները.
Ատենախոսության թեմայով հրատարակված է 6 գիտական

հոդված:

Ատենախոսության կառուցվածքը և ծավալը.
Ատոնախոսությունը բաղկացած է առաջաբանից, 5 գլխից և

օգտագործված գրականության ցանկից:
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Առաջաբանում հիմնավորված է _թեմայի արդիականությունը և
կարևորությունը, ձևակերպված են աշխատանքի նպատակները,
դիտարկված են հիմնական խնդիրները, որոնք հետազոտվում են
ատենախոսության մեջ, քննարկված են այդ խնդիրների լուծման
արդյունավետ ալգորիթմների գոյության հարցեր:

Առաջին գլուխը նվիրված է ատենախոսության մեջ քննարկվող
հիմնական խնդիրների սահմանմանը, ինչպես նաև դրանց
տրամաբանական կախվածության ուսումնասիրմանը:

Աշխատանքում քննարկվում են դիսկրետ օպտիմացման
խնդիրներ: Ամեն մի խնդիր անհատ խնդիրների բազմություն է.
յուրաքանչյուր Ie անհատ խնդրի համար պահանջվում է
թույլատրելու լուծումների վերջավոր բազմությունից ընտրել
օպտիմալ լուծում՝ այն թույլատրելի լուծումը, որի համար տրված
նպատակային ֆունկցիան ընդունում է իր նվազագույն opt(I)
արժեքը:

Քննարկվող խնդիրները NP դժվար խնդիրներ են, որոնց լուծման
արդյունավետ (բազմանդամային) ալգորիթմներ հայտնի չեն և
հավանաբար գոյություն չունեն:

II խնդրի լուծման մոտավոր ալգորիթմ անվանենք այն
ալգորիթմը, որը յուրաքանչյուր Ie II անհատ խնդրի համար գտնում
է թույլատրելի լուծում նպատակային ֆունկցիայի 0(I) արժեքով,
որը կարող է հավասար չլինել opt(I)-ին:

Ընդունենք O(I)-opt(I) = ((0,1), այն Ie п խնդրի համար
opt(I)

ալգորիթմի հարաբերական սխալն է:
е(0)= sup1(0, I)-ն կհամարենք ալգորիթմի

IeIl
արդյունավետության գնահատական:

Սահմանենք դիսկրետ օպտիմացման երեք խնդիր:
Ստուգող թեստի խնդիր. անհրաժեշտ է առաջարկել ալգորիթմ,

որը յուրաքանչյուր 0-1 մատրիցի համար, որի առաջին սյունը
տարբեր է մնացած սյուներից, գտնում է մատրիցի նվազագույն թվով
տողեր, որոնցովկազմված ենթամատրիցի առաջին սյունը տարբեր է
մնացած սյուներից:
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Ախտորոշող թեստի խնդիր_ անհրաժեշտ է առաջարկել ալգորիթմ,
որը յուրաքանչյուր 0-1 մատրիցի համար, որի սյուները միմյանցից
տարբեր են, գտնում է նվազագույն թվով տողեր, որոնցով կազմված
ենթամատրիցի սյուները միմյանցից տարբեր են:

Բազմության ծածկույթ խնդիր. անհրաժեշտ է առաջարկել
ալգորիթմ, որը տրված վերջավոր բազմությունը ծածկող
ենթաբազմությունների ընտանիքից գտնում է նվազագույն թվով
ենթաբազմություններ, որոնք ևս ծածկում են այդ բազմությունը:

Ապացուցվում են հետևյալ պնդումները.I
ա) Ստուգող թեստ խնդրի լուծման ամեն մի մոտավոր

բազմանդամային ալգորիթմի համար կարելի է կառուցել
բազմության ծածկույթ խնդրի լուծման մոտավոր բազմանդամային
օ, ալգորիթմ այնպես, որ е(0)= е(0,) և ընդհակառակը:

բ) Ստուգող թեստ խնդրի լուծման ամեն մի մոտավոր
բազմանդամային ալգորիթմի համար կարելի է կառուցել
ախտորոշող թեստ խնդրի լուծման մոտավոր բազմանդամային 0,
ալգորիթմ այնպես, որ е(0) =.(0,):

Նշենք, որ բազմության ծածկույթ, ստուգող թեստ և ախտորոշող
թեստ երեք խնդիրների համար էլ հայտնի չէ հետևյալ հարցի
պատասխանը. գոյություն ունի՞ արդյոք խնդրի լուծման մոտավոր
բազմանդամային ալգորիթմ, որի համար е(0)

Հաջորդ գլուխներում որոշակի ալգորիթմների և անհատ
խնդիրների դասի համար ուսումնասիրվում է е(0)-ի վարքը:

Երկրորդ գլխում բազմության ծածկույթ խնդրի համար սահման-
վում է խնդրի մոտավոր լուծման ագահ տիպի ալգորիթմների դաս:

Սևեռած A=(a,,az,...aa ո) բազմության համար П,-ով
նշանակենք այդ բազմության ծածկույթի բոլոր խնդիրների
բազմությունը:

Դիցուք G, -ը այն բոլոր :2A - (0,1,2,...,2ու] I արտապատ-

կերումների բազմությունն է, որոնք բավարարում են
(X cY) - (g(X) < g(Y)) պայմանին (X;Y C А):

Յուրաքանչյուր ge համար սահմանենք I=[A,, Az ,...Am I

ենթաբազմություններով բնորոշվող բազմության ծածկույթ խնդրի
լուծման 0g ալգորիթմ:

a

1-ին քայլ. ընդունում ենք J=@:
2-րդ քայլ. ընտրում ենք I ընտանիքի որևէ Se I

ենթաբազմություն, որի համար g(S)-ը ընդունում է իր առավելագույն
արժեքը: Այդ ենթաբազմությունը ընդգրկում ենք I ընտանիքում:
Կազմում ենք նոր բազմության ծածկույթ խնդիր (A, I S,i= 1,2,...,m)

ընթաբազմություններով՝ ընտանիքից դեն նետելով դատարկ
ենթաբազմությունները:

3-րդ քայլ. եթե I#@, վերադարձ 2-րդ քայլին, հակառակ

դեպքում ավարտ Og(I)= J պատասխանով:

Այստեղ I ընտանիքին պատկանող ենթաբազմությունների

քանակն է:

Նշենք, որ ամեն մի անհատ I e П, խնդրի համար գոյություն ունի

սահմանված դասին պատկանող 0g ալգորիթմ այնպես, որ
0g(I)= opt(I):

Սահմանենք նաև ալգորիթմների е Gn] դասի հետևյալ

բնութագրիչները.
E(n)= max(max1(0,1)),

geGn

E(n)= min(max1(0,1)):
geG, IeIl,

Ապացուցված է հետևյալ պնդումը.
Թեորեմ 1. E(n)Xn, &(n) Xlnn:

նշանը օգտագործվում է հետևյալ իմաստով. (f(n) g(n)) այն

և միայն այն դեպքում, երբ (f(n) <C8(n)) &(g(n) <Cffn))
I

պայմանը բավարարվում է որևէ с թվի և բավականաչափ մեծ
բնական թվերի համար:

Երրորդ գլխում քննարկվում է ախտորոշող թեստ խնդրի համար
ագահ ալգորիթմի արդյունավետության հարցը:

Սահմանվում է ախտորոշող թեստ գտնելու մոտավոր, ագահ
ալգորիթմ, որպես նրա բնութագրիչ ընտրվում է
е(0,n)= max 1(0,I): Այստեղ Н, -ը սյուն պարունակող բոլոր 0-

IeH,
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© National Library of Armenia



1 մատրիցների բազմությունն է, որոնց սյուները միմյանցից տարբեր
են:

Ապացուցվում է հետևյալ պնդումը:
Թեորեմ 2. e(0,n) Xlnn:

Չորրորդ գլխում քննարկվում է ստուգող և ախտորոշող թեստ
խնդիրների լուծման ագահ ալգորիթմի արդյունավետությունը
համարյա բոլոր անհատ խնդիրների համար:

Դիցուք M(m)-ը որևէ վերջավոր բազմություն է, այնպես որ

lim M(m) իսկ Զ-ն որևէ հատկություն է, ընդ որում բազմության
m-3ac

յուրաքանչյուր տարր կամ օժտված է հատկությամբ, կամ ոչ:
M(0,m)-ով նշանակենք M(m) բազմության այն տարրերի

ենթաբազմությունը, որոնք օժտված են հատկությամբ:

Կասենք, որ M(m) բազմության համարյա բոլոր տարրերը

M(0,m)
օժտված են о հատկությամբ, եթե lim

m->> M/m)

-ով նշանակենք mxn կարգի բոլոր մատրիցների
բազմությունը, որոնց յուրաքանչյուր սյուն պարունակում է գոնե մեկ
հատ 1:

-ով նշանակենք mxn կարգի բոլոր մատրիցների
բազմությունը, որոնց սյուները միմյանցից տարբեր են:

Ապացուցված են հետևյալ պնդումները.
Թեորեմ 3. Ցանկացած > թվի համար n=omm դեպքում

ագահ ալգորիթմը համարյա բոլոր Н" մատրիցների համար

գտնում է ստուգող թեստ, որի բարդությունը չի գերազանցում
(1 + e)log, ու թվին:

Թեորեմ 4. Ցանկացած > 0 թվի համար m= 0(n/in) ) դեպքում,

որտեղ с >1 հաստատուն թիվ է, համարյա բոլոր Hon

մատրիցների մինիմալ ստուգող թեստի բարդությունը մեծ է
(1-e)log, ու թվից:

8

)
)

I

Թեորեմ 5. Ցանկացած Е > 0 թվի համար ո= о(-IM) դեպքում

ագահ ալգորիթմը համարյա բոլոր մատրիցների համար
գտնում է ախտորոշող թեստ, որի բարդությունը չի գերազանցում
2(1 +e)log? թվին:

Թեորեմ 6. Ցանկացած > о թվի համար m=onno(n(nny ) դեպքում,

որտեղ с>1 հաստատուն թիվ է, համարյա բոլոր - mn

մատրիցների մինիմալ ախտորոշող թեստի բարդությունը մեծ է
2(1 -e)log, n թվից:

Նշված թեորեմներից բխում են ագահ ալգորիթմի վարքը բնորոշող
հետևյալ եզրահանգումները:

1. Ցանկացած 8>0 թվի համար ո= о(т) և )
դեպքում, որտեղ с >1 հաստատուն թիվ է, համարյա բոլոր Ae Н"Hon

մատրիցների համար ստուգող թեստ գտնելու ագահ ալգորիթմի
հարաբերական սխալը 1(0, A) <ծ:

2. Ցանկացած 8>0 թվի համար և m=ofn(n) )

դեպքում, որտեղ с >1 հաստատուն թիվ է, համարյա բոլոր АеН"H'mn

մատրիցների համար ախտորոշող թեստ գտնելու ագահ
ալգորիթմի հարաբերական սխալը 1(0,A) <8:

Հինգերորդ գլխում դիտարկվում է d -թեստ կառուցելու խնդիրը:
Այն ստորև նկարագրվող իրավիճակի մաթեմատիկական մոդելն է:

Տրված է վերջավոր մետրիկական տարածությունը: Ունենք
հարցաշար, որի հարցերի միջոցով հնարավոր է միմյանցից զատել

բազմության տարրերը: Նշված է բազմության մեզ անհայտ
որևէ տարր: Թույլատրվում է հարցաշարից ընտրել հարցեր և ստանալ
ընտրված հարցի պատասխանը. ընդ որում ընտրելուց կարող ենք
օգտագործել նախորդ հարցերի պատասխանները:

Խնդիրը հետևյալն է. անհրաժեշտ է առաջարկել հարցերի
ընտրման ալգորիթմ, որի արդյունքում, հնարավորին չափ քիչ
հարցերի միջոցով, գտնում ենք բազմության որևէ տարր, որի
հեռավորությունը նշված տարրից չի գերազանցում d թվին:

Նշենք, որ d =0 դեպքում այն պայմանական թեստ գտնելու
խնդիր է:
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Քննարկված է d.-թեստ գտնելու խնդիրներ:
ա. Մոնոտոն դիսկրետ ֆունկցիաների վերծանումը.

որտեղ f: (0,1,2,..., ու -1] - (0,1,..., m) մոնոտոն

աճող ֆունկցիաների բազմությունն է, իսկ 0=2.m հարցաշարը

f(i)< i տիպի բոլոր հարցերի բազմությունն է

0<i<n-1,0 <jim:
Ապացուցված է հետևյալ պնդումը:
Թեորեմ 7. M'm բազմության և Onm հարցաշարի համար

լավագույն Օ-թեստի բարդությունը հավասար է M(n,m)-ի:
Այստեղ M(n,m)-ը տեսակավորման տեսության մեջ հայտնի

a; <bj տիպի համեմատությունների միջոցով al <az <... < an և
b <b, <...<Եb շարքերի ձուլման լավագույն ալգորիթմի
բարդությունն է:

Երբ -ը т:(1,2,. ..,Ո)- (1,2,...,n) տեղադրությունների

բազմությունն է, հարցաշարը պարունակում է m(i) = i, 1<i,j <ո
տիպի բոլոր հարցերը, իսկ տեղադրությունների

հեռավորությունը սահմանվում d(т,,т2)= тах л1 (i)- 22 (i)
1sisn

առնչությամբ:
g(n.d)-ով նշանակենք այդ խնդրի լավագույն d -թեստի

բարդությունը:
Ապացուցվում է հետևյալ պնդումը:

ո(n -1) ոշ
Թեորեմ 8. g(n,0)= g(n,1) - -ո, որտեղ a[-ն

2 2
ամենափոքր ամբողջ թիվն է, որը չի գերազանցում а-ն:

Հիմնական դրույթներն ու եզրահանգումները.

Բազմության ծածկույթ П, խնդրի լուծման ագահ տիպի մոտավոր

ալգորիթմների դասի համար սահմանվում են այդ դասի
ալգորիթմների արդյունավետության գնահատականի
առավելագույն E(n) և նվազագույն E(n) արժեքները և
ապացուցվում է, որ E(n)+ ո, &(n) lnn:

10

Հետազոտված է 0-1 մատրիցների ախտորոշող թեստ խնդրի

լուծման ագահ ալգորիթմի արդյունավետության e(0,n)
գնահատականի վարքը և ապացուցված է, որ 2(0,n) >
Ապացուցված է, որ ցանկացած > թվի համար, ո= о(т) և
m=o(no(n/s. ) դեպքում, որտեղ с>1 հաստատուն թիվ է,
համարյա բոլոր АеН"մատրիցների համար ստուգող թեստ

գտնելու ագահ ալգորիթմի հարաբերական սխալը 1(0, A) <8:
Ապացուցված է, որ ցանկացած > Օթվի համար ո= о(т) և
т= o(n ) դեպքում, որտեղ с >1 հաստատուն թիվ է, համարյա

բոլոր Ae Н" մատրիցների համար ախտորոշող թեստ գտնելու

ագահ ալգորիթմի հարաբերական սխալը 1(0, A) < :
Ապացուցված է, որ մոնոտոն դիսկրետ ֆունկցիաների վերծանման
խնդիրը համարժեք է շարքերի ձուլման խնդրին:
Տեղադրությունների 77-(1,2,...,n]- (1,2,..., ո) բազմության և
m(i)= j, 1<i,j <ո հարցաշարի համար d =0 կամ 1 դեպքում
կառուցված է լավագույն d -թեստ:

Ատենախոսության թեմայի շրջանակներում հրատարակված
աշխատանքները ցանկը.
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Discrete optimization problems, related to finding a test for 0-1
matrices, which satisfy to several conditions, are discussed in the work.
These problems are NP complete. Thus, it is natural to propose
approximate algorithms for such problems, which find a solution to the
problems, but might be not optimal.

The estimate 1(0,I) of the approximate algorithm for the
individual problem Ie is defined as a value of the relative error of
the answer resulted from the algorithm.

For the discussed problems even the existence of a polynomial
algorithm with finite sup1(0,I) is unknown.

iell
The effectiveness characteristics for separate easy realized

algorithms or a class of algorithms of approximate solution for the
above-mentioned problems are analyzed in the work.
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Main statements and conclusions are the following:
For the greedy type of approximate algorithms solving the problem 5 -02. 2013
II of set covering, the estimate of effectiveness is given in terms

of the maximum e(n) and minimum E(n) values. It is also proven
that E(n) Հո, E(n) Xln.
The behavior of the estimate е(0,n) of the effectiveness of
greedy algorithm for the Н, problem of diagnostic test for 0-1
matrices is studies, and it is proven that e(0,n) Xlnn.
It is proven that for any number 8>0 and in the case, when

= о(т) and т= o(n (in n)e), where с>1 is a constant number, the
relative error of the greedy algorithm finding a checking test for
almost all matrices Н" is 1(0, A) <ծ.Ae Hmn
It is proven that for any number 8>0 and in the case, when

= ((m) and m=onninn)), where с>1 is a constant number, the
relative error of the greedy algorithm finding a diagnostic test for
almost all matrices Ae is 1(0, A) <ծ.
It is proven, that for monotone discrete functions the problem of
identificatoin of function is equivalent to the problem of stream
merging.
An optimal d -test is constructed for the set of permutations
71=41,2,...,))- (1,2,...,n) and the set of questions m(i)= j,
1<i,j<n, when d=0 or 1.
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